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1. INTRODUZIONE E SOMMARIO

Uno dei principali problemi in discussione nella metodolo-
gla statistica € la possibilitad di applicare il meccanismo bayesia
no alle ricerche empiriche. Ritenere che i metodi bayesiani gioche
ranno un ruclo importante nel futuro dell'econometria ci ha spinto
a studiare il loro impiego nell'analisi del modello lineare genera
le. La trattazione bayesiana di tale modello non & ancora entrata
nell'uso corrente almeno nei testi di base di statistica ed & in
questo senso che abbiamo ritenuto utile preparare una monografia
che permettesse di accedere in modo pianc a questa problematica.

Con il presente lavoro ci prefiggiamo di fornire un ingua-
dramento generale all'analisi del modello lineare secondo 1'impo-
stazione bayesiana, mettendo a confronto diversi metodi ed eviden-
ziando analogie e discordancze.

Nel paragrafo 2Z illustreremo alcuni aspetti caratterizzanti
1'inferenza (bayesiana). Per poter effettuare alcuni confronti pre-
senteremo brevemente nel paragrafo 3 alcuni risultati dell'imposta-
zione classica e nel paragrafo 4 qualche proposta tendente a supera
re alcune manchevolezze degli stimatori ottenuti con il metodo dei
minimi gquadrati.

Con il paragrafo 5 inizieremo 1l'esame dell'impostazione baye
siana del modello lineare. In particolare dopo esserci soffermati su
alcuni risultati ormai tradizionali, nel paragrafo 6 presenteremo un

modello gerarchico che per la sua flessibilitd giudichiamo partico-



larmente interessante. In tale modello mostreremoc una possible ap-
plicazione dell'idea di scambiabilitd ai parametri oltre che alle
osservazioni.

Nel paragrafo 7 verra considerata una generalizzazione dei
risultati esaminati nei paragrafi precedenti in ambito non parame-
trico.

Il paragrafo 8 sara dedicato ai problemi di carattere previ
sivo. Nel paragrafo 9 particolarizzeremo il modello lineare genera

le per l'analisi della varianza a uno e due criteri.



2. ALCUNI CONCETTI DI INFERENZA BAYESTIANA

L'argomento di cui vogliamo occuparci in questo lavoro & in
quadrabile, evidentemente, nel tema piidl generale del ragionamento
per induzione. Il procedimentc induttivo si propone di stabilire
proposizioni aventi validitd generale a partire dalla conoscenza di
fatti particolari. Le proposizioni che si vengono a stabilire non
potranno avere, in generale, valore di veritd pieno. Non si potra,
quindi, dire che siano vere o false; saranno probabili. Affinché la
frase abbia significato compiuto occorrerd definire il termine pro-
babilita. Nella concezione soggettiva, a cui faremo riferimento, la
probabilita & la sintesi quantitativa di opinioni che un Soggetto
coerentemente esprime al riguardo di fatti osservabili (de Finetti,
1937).

Consideriamo un vettore Y{,...,Y, di numeri aleatori (n.a.)
ed interroghiamoci sull'atteggiamento da tenere ai fini del procedi
mento induttivo. Ovviamente per caratterizzare dal punto di vista
probabilistico il vettore_Yl, Y2,...,Yn € necessario assegnare la
sua funzione di ripartizione (f.r.). La f.r. congiunta dal vettore
esprime le convinzioni del soggetto circa i n.a. ed in particolare
segnala il tipo di dipendenza stocastica che intercorre tra questi.
La f.r. pertanto dovra essere conforme al modo in cui il Soggetto
ritiene opportuno tener conto delle osservazioni ai fini del ragio-
namento induttivo.

Evidentemente i possibili legami di dipendenza ipotizzabili

tra i n.a. sono infiniti ma tra questi alcuni, particolarmente sem-



plici, sono pid frequentemente assunti, per esempio la seambiabili
tad.
I n.a. (Yy,...,Y,) sono scambiabili se la f.r. di ogni

(Yo s-wey¥y )} dn ewi i
i i

...,in € una qualunque permutazione di
1 n

1'

(,...,n), coincide con quella di (Y r---2Y.), vale a dire:
1 i

PI(YIfyl""’Ynfyn) = Pr{Yilfyl""'Yiﬁfyn)°
D'ora innanzi penseremo 1l 'ennupla (Yl""’Yn) come estratta
dalla successione {Yn} n=1,2,... composta da una infinita numera

bile di n.a. che si riferiscono alle possibili osservazioni di un
determinato fenomeno.

Diremo che la successione {Yn} é scambiabile se ogni successione &
nita da essa estratta soddisfa alla proprietd di scambiabilita.

Il significato di questa proprietd & che il Soggetto giudica

irrilevante ai fini della valutazione di probabilitd 1'ordine delle
realizzazioni sperimentali.

Da quanto detto emerge chiaramente che la scambiabilitd non &
una proprieta intrinseca degli elsmenti {Yn} ma piuttosto uno schema
teorico che il Soggetto impone, in relazione ai propri convincimenti
ed alle proprie informazioni.

Vediamo ora di chiarire come 1'ipotesi di scambiabilits si ri
levi di g;ande utilitd pratica nell'affrontare il ragionamento indut
tivo. Per faf cid ci verrd in aiuto un fondamentale teorema di de Fi
netts.,

I1 teorema afferma che se {Yn} & una successione infinita di

n.a. ed F & la f.r. limite della f.r. empirica ﬁn(y) si ha:

k
Pr(Y<yq, ..., ¥%<yg |[F} = ;4 Folyy) qee. (2.1)



con YI’YZ"“’Yk estratti da {Yn}.

In altre parole, subordinatamente ad F, gli elementi di {v }
sono indipendenti ed identicamente distrubuiti secondo F.

Nella realtd F & aleatoria: F € F dove F indica la classe

delle f.r. limite. Pertanto dalle (2.1) si ottiene:

Pr{YlfQE,..., kayk} = [ iﬁi F(Y;)du(F) {2.2)
F

U € una misura di probabilita depositata sullo spazio F e rappresen-—

ta il peso assegnato alle possibili conformazioni della legge F.

L'utilita del teorema risiede nel fatto che in genere & piu
agevole esprimere le F(Y;) e la Uu(F) piuttosto che direttamente la
Pri{¥;<yi,..., %<y, }. Infatti con la (2.2) abbiamo sostituito alla
legge di probabilitd diretta della successione {Y_} due elementi:

- la legge di probabilité di {Yn} data un'ipotesi F.
- la probabilita dell'ipotesi F.

Grazie al fatto che, subordinatamente a ciascuna ipotesi gli
elementi di {Y,} sono identicamente distribuiti ed indipendenti, sa-
ra sufficiente assegnare la legge di probabilita subordinat; del ge
nerico Y.

Sempre restando nell'ambito della scambiabilitd, abbiamo visto che
l'ingrediente fondamentale del ragionamento per induzione & la misu-
ra di probabilitd (F) che, d'ora in poi designeremo con il termine
di "iniziale".

Il tecrema di Bayes consente di passare dalla distribuzione
iniziale U(F) a quella "finale" p(®¥ l(Yl,...,Yk)e A) essendo A un e-

vento che coinvolge i n.a. Yorpeoor¥y:



Pr{(YI;---,Yle A}l dau(r)
au (F| (Y ,..-0¥ )€ 2) = : (2.3)

Pr{(Y
F

.Y € A} du(F)

170 k
La (2.3) fornisce, come si pud vedere, una risposta adeguata al
problema dell'induzione. Infatti costituisce una valutazione (pro
babilistica) circa un'ipotesi generale F quando si conosca 1'esi-
to di un particolare esperimento (YI""’Yk)e A.

Potrebbe apparire superfluo il ricorso alla scambiabiliti vi-
sto che il teorema di Bayes ne prescinde; quello che ci ha spinto
a farla intervenire & la concezione soggettiva della probabilita
(valutazione soggettiva coerente circa il verificarsi di fatti os-
servabili). Sono,infatti, fatti osservabili Y;,...,¥,... e la lo
ro funzione En.

Da quanto detto emerge che la (2.3) rappresenta effettivamente
una probabilita, nonostante il fatto che F sia una legge generale.
Cid & possibile solo in gquanto F & stata ottenuta come limite di
f.r.

In aléune situazioni la classe di f.r. F (se si wvuole la clas-
se di ipotesi) a priori ritenute possibili & costituita da tutte
le distribuzioni aventi una determinata forma funzionale e caratte-
rizzate da un parametro (scalare o vettoriale) 0 e ® . 1In tal ca-
so il modello statistico & detto parametrico . Quando non si verifi
ca che F contenga solo f.r. della stessa forma analitica il model-
lo & detto non parametrico.

0, in generale, non € noto per cui, bisognera assegnargli una

probabilitd (iniziale).



Se le funzioni F € F ammettono densita f (*|8), e se la proba
bilita iniziale & esprimibile in termini di una densita h (6), al

lora il teorema di Bayes, risulta:

h (8]x) h(B) p(x|8)

Jh(e) p(x|0) a0
®

dove, in ipotesi di scambiabilita,

n
p (x|8) = I £(x,]8),

i=1
con X = (xl,...,xn).
Nel caso di modelli parametrici il teorema di de Finetti pud

essere scritto:

K
P{Yiiyl"“’YkiYn'} = E F(Yi|e) d H(8)

i=1

="
Abbiamo detto in precedenza che l'ipotesi di scambiabilita
conduce a ritenere che le osservazioni agiscano simmetricamente
sulle opinioni iniziali implicando l'irrilevanza dell'ordine se-
condo cui si presentano i risultati dell'esperienza. Si prospet-
tano, tuttavia, piuttosto frequentemente situazioni in cui tale
ruolo simmetrico delle osservazioni non risulta accettabile. Cid
condurra a prendere in esame schemi diversi da quello della scam-
biabilita totale. Per esempio,nel caso in cui si abbia a che fa-
re con dati raggruppati in classi omogenee, si pud ritenere accet
tabile 1'ipotesi di scambiabilitd all'interno di ciascuna classe
ma non per il complesso delle osservazioni. Si pensi alla distri-

buzicne del reddito di una collettivita ripartita per classi di

etd dei redditieri oppure ad una successione di esperimenti fisi-



ci compiuti in diverse condizioni di temperatura, ecc.

Uno schema di questo tipo é detto della "scambiabilita par
ziale" (de Finetti 1938).

Si avranno in tal modo K successioni

{Yi,n} B Lu@eaah i = 12 ewek,

di n.a. ciascuna delle quali & scambiabile.

Bisognerd ipotizzare a questo punto i legami di dipendenza
tra le diverse successioni. La scelta di questi legami & assai
ampia; pué andare dal caso di indipendenza tra le k successioni
a quello della scambiabilita totale delle osservazioni anche se
provenienti da classi diverse.

Per la scambiabilitd parziale valgono risultati analoghi a
quelli visti per la scambiabilitd totale.

In particolare vale una generalizzazione della (2.2).

Se abbiamoc k successioni infinite parzialmente scambiabili

o T B 1:8; 1% 1.0.::.% alleEa

Pigds

Pr{YuiYn'""Yinliyml’°“' Y1 g ey }

F(k)

Non ci soffermiamo sull'interpretazione di questo risultato

Y <y
knk— knk

[[j=Rroy

n.
L
posT F (V) AR (F . Fy)

che & analogo al caso di scambiabilitd totale con le opportune

varianti.
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3. L'IMPOSTAZIONE CLASSICA DEL MODELLO LINEARE

- 3.1. Definizione di modello lineare

Un carattere (quantitativo)y, detto anche variabile dipenden-
te o endogena & considerato come parzialmente spiegato o determi
nato da un certo numero di altri caratteri, Zl' ZZ""'Zk' detti

variabili indipendenti o esplicative o esogene, tramite una rela

zione stocastica della forma

Bi hi (zi) + € (3.1)

nella quale Bl' Bz,...,Bk sono Kk parametri non noti ed € & una
variabile aleatoria che dovrebbe tener conto dell'eventuale esi-
stenza di altre variabili, che per vari motivi non possono essere
lidgntificate e di eventuali effetti accidentali.

In termini della t.esima osservazione, il modello (3.1) puod

allora scriversi

B. .. + ¢ ti= 1:8,;. .50 (3.2)
dove Beg = hi(zti)'

Se si definisce la matrice
x11""’x1k

X =

Ky geearX
(nxk) el 2k

i AR
di tutte le osservazioni sulle k variabili indipendenti ed i vet-

tori
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B: (Bllo--er)‘; 32 (Yljooo’Yn)‘; E: (81,.

(kx1) (nx1) (nx1)

..,En)',

allora possiamo scrivere il sistema (3.2) in forma matriciale,

Y =X +¢ {3.3)

Naturalmente, se nel modello (3.2) compare un addendo costante, al-
lora la matrice X avra la prima colonna costituita da elementi egua
1li ad uno.

Il modello (3.2), (3.3) & detto limneare poiché & lineare la re

lazione che lega Y e i parametri 81,82,...,Bk.

3.2. Alcuni risultati

In questo numero presentiamo alcuni risultati dell'impostazione
classica che ci permetteranno di effettuare, nel seguito, alcuni con
fronti:

Consideriamo il modellc di Gauss-Markov.

F=Xg%8E (3.4)
in cui ¥ & un vettore aleatorio (nxl) di variabili osserwabili; X &
una matrice nota e non stocastica (nxk); B & un vettore (kxl) di pa
rametri non noti; E & un vettore (nxl) di errori aleatori (non os-
servabili).

Il problema principale posto dalla statistica classica connesso

al modello (3.4) & gquello della "stima" di f. Supponiamo che siano

soddisfatte alcune ipotesi "standard":

(a) E(e) =0

(b)) E(g')=0I,0 >0

(c) rango (X) = k



Le condizioni (a) e (b) sono di immediata percezione, la (c) &
semplicemente la condizione di "indipendenza lineare", tra le co-
lonne della matrice X. Essa & cioé la condizione di assenza di
mﬁlticollinearita;lvale a dire i valori osservati (Xli""’xlk)""'

(xnl,...,xnk) in corrispondenza dei quali si osservano le Yl”"'Yn
non devono disporsi su un iperpiano di dimensione inferiore a k.

Un procedimento assail noto per la stima di ﬁ_e che assicura

éerte proprieta ottimali agli stimatori & quelld dei minimi quadra

ti. Esso consiste nel determinare il vettore B che minimizza la fun

zione
QB = (¥ -xB)' (¥ - X B)

E' agevole mostrare che:

B= xwxy (3.5)

La (3.5)mostra che lo stimatore dei minimi quadrati di R &
una trasformazione lineare del vettore delle osservazioni Y.
- La matrice di varianze e covarianze di B & data da:

cov (B) = o (x'x) 7!

da cuil

= 2
Var (§i) =0 ¢,
essendo i 1i .esimo elemento della diagonale principale di (X'X)_l.

Per lo stimatore E, sotto le condizioni (a), (b), (c) e

[Xtil‘i L(*) valgono le seguenti proprieta:

X)

( La condizione che Xti sia uniformemente limitata non & stretta
L]

mente necessaria e pud sostituirsi con §—§-+ A

n



1 - B &nondistorto, ciod E () = B

2 - B & consistente, cioé P lim B = B

W
I
|

]

il miglior stimatere non distorto (B.L.U.E.) pexr B;
ciocé, se E_é un qualungque altro stimatore non distorto
per B, allora
Cov (E) = COV'(E) = V (matrice semidefinita positiva)

quindi

var (Bi) > Var (Bi) i=1,2,...,k.

Poiché Cov (g} dipende dalla varianza di £, la quale in generale
non & nota, occorrerd stimare anche quest'ultima. Uno stimato

. R - .
re non distorto e consistente di ¢° & dato da-

Le ipotesi sul modello (3.4) possono venire rafforzate in sen-
so parametrico, ipotizzando ciocé di conoscere la distribuzione de-
gli errori. L'ipotesi comunemente pili adottata per € & quella di
normalita:

2
v
EVN (0, 67 1)

che implica

Risulta allora immediato stabilire che lo stimatore di massima

verosimiglianza di B &:

B = wn™ xy.

Come si vede tale stimatore coincide con quello dei minimi qua
drati ed & il miglior stimatore non distorto per B (Minimum Varian

ce Bound).



Giova sottolineare che sovente risulta inaccettabile 1l'ipo-

‘tesi di omoschedasticitd e non correlazione tra gli errori

E 'y = .

(E (gg') =0 1)

Qualora sia

E (e ') =1 (simmetrica, definita positiva, nota) lo stimatore
-1

Y

€ detto "stimatore dei minimi quadrati generalizzati" o di Aitken
e gode delle medesime proprietd diAE.
Ovviamente

ooy (éﬁ)= x' =gt

Riferimenti bibliografici
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Goldberger (1964).
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4. STIMATORI AMMISSIBILI

Le proprieta ricordate nel paragrafo precedente sono le pro-
prietd pit rilevanti che la statistica classica suole richiede-
re agli stimatori e sono quindi le proprietd che discriminano la
"bonta" degli stimatori medesimi.

Con l'avvento della teoria delle decisioni 1'attenzione si &
spostata su altri aspetti ed altre proprieta.

In particolare si prende in considerazione una funzione di per
dita L(é,e) che dipende dallo stimatore e dal valore incognito
del parametro.

Essendo L una funzione aleatoria, come base per il confronto tra
due stimatori,si considera il suo valore atteso che viene detto
"rischio": R@(B).

In generale uno stimatore f & detto "ammissibile" se non esiste

un altro stimatore O tale che

Ré(e)_g Ré(e) per ogni 6
e
Rg(@) < Ré(e) per almeno un ©

Stein (1956) mostrd che nell'ipotesi di funzione di perdita qua

dratica ;
£@,8 =@ -0'@-0 (4.1)

lo stimatore dei minimi gquadrati e gquello di massima verosimiglian

Za possono risultare non ammissibili.



Presentiamo in breve 1l'esempio di Stein. Sia

Lo stimatore di massima verosoniglianza per £ &:

£ =
Se impieghiamo una funzione di perdita del tipo (4.1) il rischio
& Ré(g) = p. Quando p > 3, g_non € uno stimatore ammissibile,

esiste infatti almeno un altre stimatore avente rischio unifor
memente minore.

Sia infatti:

E =(-B=2 4

N Y'y

avxemo

R.(E) =E {LE,EH} =p- ©-2)° E s N W
e S, B R < p-2+2¢ P

dove K & una variabile aleatoria con distribuzione di Poisscn
“avente media ééé-.

In sostanza Stein ha messo in evidenza come 1l'usuale stimato-
re per il vettore media per una normale multivariata non risulti
soddisfacente e ne esistano altri preferibili che socno non linea
ri e distorti. Questi stimatori contraggono il vettore medio cam
pionario verso lo zero.

Idee analoghe a quella di Stein hanno trovato sviluppe con la
applicazione al modelloc (3.4). Hoerl e Kennard (1970 a) hanno
introdotto l'idea di stimatore "ridge" che breveménte richiamia-

mo.

Dato il modello (3.4) ed una funzione di perdita quadratica,



il rischio ai B = (x'x)™ x'y &:

= . " - b
eL@,8)) -el@8 @B} =0’ r xn =0 3 L (42

dove Ai (1 =1,2,...,p) sono gli autovalori di (X'X). Se (X'X) &
espressa nella forma di matrice di correlazione la (4.2) & tanto
minore quanto pitd (X'X) é prossima alla forma di matrice identi-
td. L'idea di Hoerl e Kennard & stata quindi quella di "distor-
cere" lo stimatore dei minimi quadrati in questa direzione, defi
nendo un nuovo stimatore
B, = (x'x+ k1) ! X'Y (4.3)
dove k € una costante positiva data. Il problema, ora, & quello

di verificare quando lo stimatore ridge & miglicre di quello dei

" minimi quadrati, vale a dire quando

Ry ®) - RER@ >0 v B (4.4)

‘Un teorema di Hoerl e Kennard afferma che esiste sempre un
k > O tale che valga la (4.4). 1In particolare se A & la matrice

degli autovalori di X'X e P & una trasformazione ortogonale tale che

NP e R e (@,...,0)" = o =P B allora la (4.4) vale se
2
W p—
2
max (o, )
AL

Come si vede la disuguaglianza su k dipende dal vettore dei pa
rametri incogniti e guesta appare una limitazione logica a tale
impostazione del problema. In pratica, perd, & sovente accettabi
le porre dei limiti superiori a E'B e quindi stabilire i vinco-
ii per k.

Ricordiamo, inoltre, che esiste una espressione piiti generale



degli stimatori ridge (Bibby (1974), Rao (1976)).

5 -1
By = ®'x+06 " x'y (4.5)
dove G & una matrice semidefinita positiva. Una diversa propo-
sta di stimatore ammissibile per il modello (3.4) & stata avan-
zata da Mayer e Willke (1973), i quali hanno individuato la se-
guente classe di stimatori

c, =iB con A € (0 +

dove g_ é lo stimatore dei minimi quadrati. Gli stimatori c

A
sono detti "shrunken" (contratti) e A & detto fattore di contra
zione (shrinkage factor).

C & ammissibile se

=\
B'g - 02 (x'x)"

B'B # o? (x'x) 7t

<A< 1

Lo scopo di questa rassegna altro non era se non quello di ri-
cordare alcuni dei contributi pid classici o pill recenti nell'am
bito della stima dei parametri in un modello lineare.

Pur dal poco che si & detto aopare evidente la notevole di-
sgregazione dei metodi e dei loro fini ultimi. Ciascuno di questi
stimatori & meglio degli altri rer qualche verso, ma diversa ne &
l'ispirazione, e sempre - in fin dei conti - di carattere formale.
Questi stimatori sono "buoni" (o meno) in quanto capaci (o meno)
di scddisfare una qualche proprietd analitica, piuttosto che in
quanto ragionevole conseguenza ¢i un procedimento di logica indut

tiva coerentemente condotto.
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Riferimenti bibliografici

Gli stimatori di Stein: Stein (1956), James-Stein (1961), Stein
(1962), Lindley (1962), Zellner-Vandaele (1974).

_Ammissibilitd per funzioni di perdita non guadratiche: Brown

(1966) .

Gli stimatori Ridge: Hoerl-Kennard (1970a), (1970b) (1975),
Bibby (1974), Goldstein-Smith (1974) .

Gli stimatori shrunken: Mayer-Willke (1973)

Per una visione generale e possibili confronti: Rao (1975), Rao

~ (1976) .
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5. L'IMPOSTAZIONE BAYESIANA TRADIZIONALE DEL MODELLO

LINEARE.

L'impostazione bayesiana conduce a risultati diversi nella
sostanza anche se spesso numericamente coincidenti con alcuni di
quelli gia visti. La diversitd risiede nell'unicita del principio
informatore: il teorema di Bayes.

Con questo procedimento ci si vincola solamente a criteri di
coerenza logica e non alla ricerca di soluziconi che soddisfino
a proprieta formali.

Si consideri il modello

Y=XPB+e

con

Y vettore (nxl) aleatorio di variabili osservabili
X matrice (nxk) non stocastica di rango K

B vettore (kx1) di parametri aleatorri

£ vettore (nxl) di errori aleatori non osservabili.

In generale si assume che £ si distribuisca normalmente con

Be) =0 e Elee) -0’1,
Quindi
¥[x, B, o> v N(X B, 0 I)
cice
L
2.2
p(Y|x, B, o%) = (210%) exp {- —1—2— (Y -X B)'(¥ - x B}

20
&

| : ) )
= (2n0?) ? exp {- Ll + @-Rxx @- P} 6.0
20



2 P s

dove

| T
|
™
>
>
2]

= e (¥ -Z B @~ B

Per poter procedere all'inferenza sui parametri B e 02 & ne
p P P o

cessario assegnare loro una distribuzione iniziale. Sono stati
proposti diversi metodi di assegnazione. I pil comuni sono:
a) il metodo delle distribuzioni iniziali non informative
b) il metodo delle distribuzioni naturali coniugate.
L'idea connessa alle distribuzioni iniziali non informative
é guella di rappresentare una situazione di ignoranza "completa".
Jeffreys (1961) ha suggerito distribuzioni di questo tipo:
o (0)] Infe|1/2
dgve Infe & la matrice di informazione di Fisher del parametro 0.
In particolare se- ® < § < + @ allora
p(B) 46 « 4o
e se 0>0 allora

p(8) af mfiefe .

Qualora la situazione iniziale non sia di ignoranza completa
'é si ricerchi una distribuzione finale "trattabile" un utile stru
mento & dato dalle distribuzioni coniugate (Raiffa-Schlaifer, 1961).
Tali distribuzioni godono della seguente proprieta: se la
distribuzione iniziale appartiene ad una certa classe di distribu
zioni anche la distribuzione finale vi appartiene, cioé& ha la stes
sa forma funzionale e differisce solo per il valore di alcuni para

metri.
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La formula di Bayes consente la determinazione della dist;i
buzione finale:
2 2
p(8,07) p(¥ | x, B, ¢°)

Y, X) = (5.2)
JP(E,GZ) Bl | Xs By gz)qﬁrdgz

Integrando la (5.2) rispetto a 62 si ottiene 1la distribuzio-
ne finale del vettore B.

La distribuzione finale esaurisce il prcblema dell’inferenza
in termini bayesiani.

Esistono, tuttavia, situazioni in cui & utile ricercare una
conveniente sintesi della distribuzicne finale.

La determinazione di questa sintesi pud avvenire mediante il
ricorso alla tecria delle decisioni. In tale caso il procedimen
to conduce ad attribuire un valore al parametro in modo che risul
ti minimo il rischio associato a questo tipo di decisione. Il va-
lore che realizza tale proprietd & detto "stimatore bayesiano".

Qualora si scelga una funzicne di perdita quadratica lo stima
tore bayesiano coincide con il valore atteso della distribuzione
finale.

Consideriamo,ora, alcuni risultati relativi alla scelta di di

verse distribuzioni iniziali.
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5.1. Distribuzioni iniziali non informative

Applicando la (5.2) avremo
P(BlY X) « p(B) * p(Y]|X,B)
da cul per la (5.1)

PB|YLX) «exp - =518 - 'xx B - B} (5.3)
' 20

La distribuzione finale di E,é normale multivariata k—dimensiong
le con valore atteso

A ] =4 '
B = (x'x) " x'Y

. ; : . 2 -1
e matrice di varianze e covarianze 0 (X'X) .

5l o2k, 02 non nota.

La distribuzione iniziale non informativa & la Jeffreys as

2
sumendo B e 0" indipendenti é&:

2 1
p(§,0)¢~2 -w<8i<+°° dom= 1,2,k (5.4)
o]

0<0< +

Combinando la (5.1) e la (5.4) otteniamo 1la distribuzione £i

nale congiunta:

p(8,0% ¥,x)x 0702 axp{- —1—2~ [ (n—k)sz+(ﬁ;§) 'X'X (8-6)]} (5.5)
' 20
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2
Integrande la (5.5) rispetto a 0  otteniamo la distribuzione

finale marginale per [3:

CO

pBlL,x) = | p(B,0°|¥,x)do?

0]
n

« { (n-k)s° + (B ~— éJ'X'X B - é}} .

che & una t di student k-variata con (n-k) gradi di liberta, va

lore atteso B e matrice di varianze e covarianze

n=-=k 2

|
m s (X'X) .

Analogamente integrando la (5.5) rispetto a B si ottiene la

distribuzione finale marginale per ¢

2

2 1 -k
p(o | Y,X) o TRes  exp {- 12——%§“*} (5.6)
9] 20

che & una gamma 1 inversa (si veda Raiffa-Schlaifer 1961, pag.227)
2
di parametri (n-k)/2 e (n-k)s /2
Facciamo notare che dividendo la (5.5) per la (5.6) si ottie

ne p(ﬁJX,GZ,X) che coincide con la (5.3)

5.2. Distribuzioni iniziali informative coniugate

La distribuzione iniziale per B coniugata al modello &

1 e
p(B) = exp{- 5 B-8) Co (B -8}



=

cioé una normale multivariata con media @0 e matrice di wvarian-
ze e covarianze CB.

Data la (5.1) & immediato verificare che la distribuzig
ne finale sard ancora una normale con valore atteso

g¥ = {x'xo? + ¢ RO cél B} (5.7)
s} —_ Q)

B

e matrice di varianze e covarianze
—1}—1

v={xxo?+ Cq

Giova a questo punto fare due osservazioni:
a) nel caso in cui la matrice di varianze e covarianze di Y non

2 ; .
sia © Irl bensi una matrice C1 nota, la (5.7) diventa:

{x" ety st

1
Cree e

=1

1x+c")}

b 1 B

b) Ai risultati dati si pud pervenire senza ricorrere all'ipotesi
rango (X) = k. Questo significa che da un puntc di vista bayesia-
~.no € possibile analizzare modelli con variabili esplicative colli
-peari. Qualora l'ipotesi rango (X) = k sia soddisfatta la (5.7)

pud scriversi:

x -2 -1,-1 =2 . -1
= (X'X O 4 Cp) g (X'X) + ¢ )
B ; ( B+cy B
Si pud notare allora cheig*é una media ponderata fra lo sti-
- -1
matore dei minimi quadrati §7 = (X'X) X'Y e l'opinione inizia-

le media rappresentata da Eo' con pesi proporzionali all'inverso

delle rispettive matrici di varianze e covarianze.
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e i 02 non nota.

wl

La distribuzione iniziale coniugata al modello per_E e 02 é

data da:

TR expl- o1y 488 ey (B8 ) (5.8)

20

p(_B_,Gz) « g

La (5.8) & data dal prodotto di una distribuzione normale
multivariata per una gamma 1 inversa. Infatti p(ﬁJOz) & una nor-
male multivariata con media ﬁo e matrice di varianze e covarian-—

2 . ) ; ; i L2 .
ze O CB. La distribuzione marginale di 0° & una gamma 1 inver-
sa:

p(02}<IG_m-2 exp {—-415 k.
20

mentre la distribuzione marginale per E,é una t multivariata con

m gradi di variabilita:
m+k

1 2

p(ﬁ)‘r[Y + {@ iﬁo)' CB (§f§o)]
combinando la (5.1) con la (5.8) otteniamo la distribuzicne fina-

le congiunta:

- (n+m+k+2)

p(§,02|X,X)=xG exp {- —gi—{(n—k)sz + Y +

2

+ (B-B)'cgT (BB ) + (BB 'x'x (B-B)]) (5.9)
Integrando la (5.9) rispetto a 02 otteniamo la distribuzione

finale marginale per B:

_ n+m+k
* - X -
P@IL,X) «{z + (8-B) ' (c, L rxx 8857 2 (5.10)
dove
X -1 | -1 o O
B = (CB + X'X) (cB B, * X'x B) (5.11)



& 9

&

-1 o ] A_ *l - 1 *
@O + BETHE-R T (€ + X'X) B

z=(n—k)52+Y+EC'JC Bl B

g
La (5.10) & una distribuzione t-multivariata con (m+n} gra-

; . 2 % ; ; ;
di di libertd con valore atteso E_ e matrice di varianze e cova

rianze

-1 -1 Z
+ X'
(Cq E T s

La (5.11) rappresenta ancora una media ponderata tra l'opi-
nione iniziale e lo stimatocre dei minimi quadratij.

Ricordiamo che nulla cambia nella sostanza se il rango (X)< k.
La (5.11) si scrivera allora:

1

vy -1 1
+ X'X) (cB EO + X'Y)

Riferimenti bibliografici
§
Una rassegna dei principali risultati relativi all'impostazione
bayesiana del modello lineare si trova in Zellner (1971). Si ve-

da anche Maddala (1977), Box-Tiaoc (1973).

Distribuzioni iniziali: Jeffreys (1961), Raiffa-Schlaifer (1961 ;
de Finetti-Savage (1962), Savage (1962), Edwards-Lindman-Savage

(1963).



6. I MODELLI GERARCHICI

Sovente. in econometria & avvertita la necessita di incorpora-
re nell'analisi opinioni "a priori" riguardo ad alcuni coeffi-
clenti del modello lineare, opinicni che mal si esprimono attra
verso le distribuzioni iniziali presentate nel paragrafo prece-
dente. D'altra parte il ricorso a distribuzioni informative non
coniugate farebbe sorgere grossi problemi computazionali.

Una interessante mediazione delle diverse esigenze & stata
illustrata da Lindley e Smith in svariati articoli.

L'idea & la seguente: sempre nell'ambito del modello norma
le (1° stadio} si assegnanc distribuzioni normali ai coefficien-
ti (2° stadio); queste distribuzioni sono specificate a meno di
parametri aleatori a cui ancora una volta si assegna una distri-
buzione normale (3° stadio) e cosi via.

Con gquesto procedimento si possono esprimere opinioni di
questo tipo: "Ritengo probabile che all'interno di una certa e-
gquazione i regressori X2 e X3 abbiano il medesimo peso quindi
82 e 83 siano dello stesso ordine di grandezza, ma non so indi-
care quale guesto debba essere”.

Il secondo stadio esprimerad allora la somiglianza tra 82 e
83 il terzo esprimerd l'incertezza circa il valore di 52 e 83.

In questo numero illustreremo l'impostazione in generale
per poi particolarizzarla ad alcuni casi che ci sembrano lriteres

santi: scambiabilitd tra parametri e scambiabilitid tra equazioni.
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6.1. Modello a due stadi

Dato il modello Y = X, B, + € sia ¥, dato gh, distribuito

1 =1
normalmente con valore atteso Xl El e matrice di wvarianze e co-
varianze Cl' Indicheremo
X.Iﬁi VN (X, ﬁir c,) (1° stadio)
- Assumiamo poi:
Elfﬁg v N (X, EQr c,) (2° stadio)

D'ora innanzi assumeremo che tutte le matrici di varianze e co-

varianze Ci siano definite positive e di dimensioni appropria

te.
Con Xl’ Cl’ X2, C2, §2 noti si ottiene facilmente:
"
Bolyvw (v b, V)
dove
-1 o =
VO = (C2 + Xl C1 Xl)
p =(x'c Ty+etx B.)
=~ M 1 2 2 =2

6.2. Modello a tre stadi

Sia

Y| B vN (% By, Cy) (1° stadio)
Byl By v N (X, Byr C,) | (2° stadio)
Byl By v N (x5 By, ) (3° stadio)

con Xi' Ci, i=1,2,3 note,
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Se moltiplichiamo p(_@_1 | EQ) per p(_[fg_2 l §3) ed integriamo rispet

to a §2 otteniamo che:

B, | By VN (X, X5 B, C, + X, Cy x}). (6.1)

L'applicazione del teorema di Bayes conduce a:

El ’ YV N (Vl _111 4 V1) (6,2)
con
-1 I
- '
v, {x1 T (c2 + X, Cy X, 1) } 6.3)
b——-{X'C_lY + (C +xcx')'lxx8} (6.4)
=1 151 = 2 2 73 %2 2 %3 23 »

Osservazioni:

Dr

Si noti che la (6.1) ricavabile sulla base delle seguenti

semplici considerazioni:

B, =X, B,+wu, , u VN (0, ¢,)

2

= Ay
By =% By+u , my VN (0 cy)
guindi
By =%, X3 B3 + X, u) +y,

Poiché_E1 6-32 sono indipendenti, X2 u, + E& € una funzione li-
neare di variabili normali indipendenti e pertanto

ny ]
X2 32 P El N f_q_, X2 C3 X2 #* CZ)'
da cui segue la (6.1).

Applicando il teorema di Bayes

pB, | ¥) = pB) px | 8))

si deriva la (6.2)

La struttura del valore atteso della (6.2) & ancora quella di
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una media ponderata tra le opinioni iniziali e lo stimatore dei
minimi quadrati

Se fossimo interessati alla distribuzione di @2 I Y potrem-
mo procedere in modo analogo a quello visto nell'osservazione ot
tenendo

‘ _ '
| B,vN (X, X, B, C, + X, Cy X "),
Poicheée

By | By @y By, cy

applicando il teorema di Bayes si ottiene:

By lxvw w, by, vy

dove

v, = {x.'x" (@€ +x. . .9V x x +¢ 131 (6.5)
2 B 1 i~z %3 1 %2 3 :

b, = {X.'X.' (C, +X C.X ')—IY +co.tg B.} (6.6)

= 2 M 1 R e | = 3 323 .

Il procedimento come & ovvio potrebbe proseguife un numero arbitrg
_rio di volte. E' vero perd che le informazioni che possono essere
incorperate in successivi stadi vanno riducendosi sempre pit (si
veda Goel- De Groot (1981)). proprio per questa ragiocne & spesso
convenienfe dare una disfribuzione diffusa gia a §2. Tale condizio
ne €& esprimibile assumendo C3-1 = 0. Riscrivendo pertanto la (6.3)

; . o ; -1 . . ,
e la (6.4) in termini di C e sostituendo si ottiene

3
By lxnvm w b, vy
dove
25 . -1 -1 1 . -1 =1 , -1, -1
vy {x1 Cy X, + c2 c2 x2 (x2 c, x2) X2 c, 1
b =x.'c¢, 1
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Se si effettua lo stessoc procedimento sulla (6.5) e (6.6)
si ha:

B

Bpl v NV, by, V)

con

6.3. Scambiabilitd tra parametri

In molte occasioni il ricercatore si trova nelle condizioni
di assegnare lo stesso peso ai regressori, vale a dire suppone che
i coefficienti siano scambiabili. Per quanto detto allora nel para-
grafo 2 si potra assegnare agli elementi del vettore Bl una distri-
buzione tale per cui questi siano indipendenti condizionatamente ad
un parametro aleatorio 82 (medie dei parametri Ei"

Allora se si assume che i coefficienti del vettore Ei = E_siano scam

2
biabili e C1 = UA In il modello a tre stadi pud scriversi:

¥|gv N (x B, UiI)

n
Blug VN (up 1, 02 1)
"R B=p" "B p

NN o)
UB UO r Op

Ricordando la (6.1) avremo:

2 -
§_]u0 "vON(1L Hor Og T+ lp o, _1_p )
2 2
vON(L O, I +0.4J
(—PUO' B p c P)
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dove JP € una matrice pxp costituita da elementi unitari.

La distribuzione finale &

Bly v N (v b r V)

=% *
con
2
g
-2, -2 @ -1
Ve = lo,"x'x) + o0 (I, . 2 I}
PCa B
52
B -2 c
b, ‘[UA X'Y + 050 (T = 7 Iy Ly}
pOC i GB

-2
Se la distribuzicbe di UB é diffusa, cioé OC =0

avremo

-~

glsz (V*E*'V

gy S B
1
=
5.0
”
5
+
U}QI
=
|

6.4. Scambiabilitd tra equazioni

Una diversa applicazione dell'idea di scambiabilitd & 1la se
guente: consideriamo un modello costituito da m equazioni, cia-
scuna delle quali faccia dipendere linearmente un vettore di osser
vazioni Xi da una matrice di regressori Xi. Supponiamo che il nume
ro dei regressori sia uguale per ciascuna equazione,

In simboli

2

Y0 B vN g B, % Tug



per 1 =1,2,...,m.

Consideriamo scambiabili i vettori dei coefficienti delle

zioni

B. | EvN (£, D

-1

£ n diffusa.

v
B lxnvw v b o))
con
V., = (0.° X.'X +Z_1) 1
Y )

- -1 =%
b.=(0.2x.'Y +ZIS)
=1 Sl 1 =
dove
—_— m o
¥ =
B j£1 ] Ei
essendo

m - -1 -
woe [ 3B (X '%. 0.2 + 7 1) 1
L T35l 5 73 3

e

La distribuzione finale sara:

x.'x. 0970 xx, o
] J J 1 1 i

2

+

-1

)

=1

X

i

m equa

X9,
1 1

Come & facile verificare anche la media di quest'ultima distribuzio

ne finale (stimatore bayesiano con funzione di perdita quadratica) é

una media ponderata tra lo stimatore dei minimi quadrati della sin-

=X
gola equazione e la media B degli m vettori Ei' Infatti:

1 m
n 32

=X

B = (v, b,)
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6.5. Osservazioni e Confronti

Nei numeri precedenti abbiamo gia fatto notare che lo scopo
dell'impostazione bayesiana non & la ricerca di stimatori che sod
disfino a proprietd formali; cid nonostante crediamo che valga la
pena di effettuare qualche confronto.

Assumendo una funzione di perdita quadratica abbiamo visto
che lo stimatore coincide con il valore atteso della distribuzio-
ne finale. Sotto questa ipotesi gli stimatori ottenuti con il pro-
cedimento gerarchico sono "ammissibili” quando le matrici Ci sono
non singolari. Lo sono anche nel caso in cui la matrice di varian
Ze e covarianze considerata nell'ultimo stadio sia singolare (ipg
tesi di distribuzione diffusa) a condizione che questa abbia dimen
sione non superiore a due (si veda Cohen (1966) ) .

Il principio delle ammissibilita porta a dire che qualunque
metodo di decisione statistico & bayesianoc (sia pur non intenzionai
mente) oppure pud essere sostituito da un metodo bayesiano che gli
sia incondizionatamente preferibile.

Ritornando al modello lineare & immediato verificare che tra-
sformando opportunamente le variabili del modellc (3.4), il ri-
sultato di Stein si applica anche alla stima dei minimi quadrati
di E, Lo stesso Stein (1962) dopo aver pProposto uno stimatore am
missibile si preoccupd di porre in luce come tale stimatore potes
Se essere interpretato come una approssimazione di quello bayesia-
no nell'ipotesi di funzione di perdita quadratica. Analoga interpre
tazione & stato fornita da Lindley (1962).

Facciamo inoltre notare che lo stimatore Vi bx & del tipo

ridge generalizzato; pud essere infatti scritto:
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5 @ °2A 1 -1
w9*={xx+c—j-2— (Ip—EJp)} X'Y ;
B

la matrice G della (4.6) & in questo caso:

2
4 A
5
© B

J )}

1
G = T, - 59,

ed & singolare.

Lo stimatore ridge (4.4) corrisponde ad uno stimatore baye-
siano ottenuto con una distribuzione iniziale avente media nulla.
Infatti se

2

¥Y[BVN (x B8, 0 1)

2
B vN(© 0D

si ottiene

E (B]Y) = (X'X + k 1)~ X'y
2

con k = ;gf
B

6.6. Modello gerarchico con matrici di varianze e covarianze non

note.

Finora abbiamo assunto che le matrici di varianze e covarian
ze nei diversi stadi fossero note. Succede spesso che questa ipo-
tesi non sia accettabile. In tal caso & necessario assegnare una
distribuzione iniziale anche a tali componenti. Le distribuzioni
iniziali pid utilizzate ber matrici di varianze e covarianze sono

del tipo Wishart.



Consideriamo il modello:

¥|B,. € v N (x, B, 4 Cp)

BylByrcy v N (x, B, 4 C))

Supponiamo che C1 abbia una cistribizione Wishart di parametri p e

R e che C1 e Bl siano tra lore indipendenti, inoltre C2 e @2 siano

noti.

La distribuzione iniziale su @1 e C1 e:

P(Elf Ci | 821 Czr R, P) o

1

1 P . - 1
wexp - 5(B=X) By ¢, T(BX, B} - oy | 2

+ o
(p n+1)exp{— %—tr Cl

Applicando il teorema di Bayes otteniamo la sequente distribuzione

finale

1 . 1 o l — ]
PB;,C l¥) = expl- 5 [ w-x, B)' " w-x; 8] [ (B,-x,8,)

=1
e, (8%, B8, -5 tre Rl

Integrando rispetto a C1 si ottiene la distribuzione finale di ﬁi‘

1 B
pB[1) = exnl- 5 (B)-%,8,)"

.

R + (Xfxlﬁi) (Xfxlﬁi)‘I <

I1 nucleo di guesta distribuzione & dato dal prodotto dei nu-
clei di una normale e di una t di Student. Distribuzioni di questo
tipo sono dette double~t (Dréze(1976)).

Tali distribuzioni non sono facili da trattare infatti una
double-t &, in generale, bimodale ed inoltre non & possibile calco

larne per via analitica, né la costante di normalizzazione, né i

a

R}



- 38 -

momenti. E' necessario ricorrere a metodi di analisi numerica (si

veda Richard e Tompa, (1980)).

Consideriamo, ora, in particolare il caso dei coefficienti

scambiabili:
2 2
7|8, Oy VN (X8, 0 T)

2 2
Blugr o5 ™ N (L g, of 1))

il v diffusa

™

o, Vv IGa (v2, vA/2).

BN

o, v I Ga (\)B/z, v /2).

83

N

dove I Ga indica la distribuzione Gamma 1 inversa.

La distribuzione iniziale sara:

2 2 4 N £ B, v~V =D-2
p(Bs Oyr Mgy og) expl 2 [ (B 1pg) ' (B-1pg) + vBJ\B]} og B
B
O’A_\) -2 exp {- —%} (6.7)
20,

Integrando la (6.7) rispetto a uB e Oé otteniamo:

VTP
2 1 = E)1 W VA
pB, 0= [vB AB +8 (Ip - 5‘ JP) Eﬂ . GA exp{- M—EJ
‘ 20
A
pertanto la distribuzione finale per B sara:
_BF
1 _1_ ] 2
p(B|Y) [vorg + 8 (£, =5 B
s T
« [VA + (x-xB) ' (v-xB)] 2 (6.8)

La (6.8) rappresenta ancora una distribuzione double-t.

Un metodo per approssimare lo stimatore bayesiano nel caso di



wy N

campioni di ampiezza elevata & stato proposto da (Tiao-Zellner,

(1964)) .

Riferimenti bibliografici

Il modello gerarchico: Lindley-Smith (1972), Smith (1973a),

Lindley (1971), Leonard (1975), Goel-De Groot (1981).

Le distribuzioni poly-t: Tiao-Zellner (1964), Dréze (1976),

Richard-Tompa (1980).



- A0 =

7. L'IMPOSTAZIONE BAYESIANA NON PARAMETRICA DEL MODELLO

LINEARE

7.1. Distribuzioni iniziali per modelli non parametrici.

Una peculiaritd dell'impostazione bayesiana, come abbiamo vi
sto, & la necessitd di assegnare una misura di prcobabilita inizia
le ai parametri del modello statistico. Pud darsi perd il caso
che non sia possibile esprimere il modello statistico in forma pa
rametrica, cioé restringere 1l'attenzione ad una determinata fami-
glia di misure di probabilita.

In tali sistuazioni occorrerd depositare una misura di proba-
bilita sullo spazio delle funzioni di ripartizione. Il primo effi
cace tentativeo di individuare una conveniente misura di probabili-
téd da depositare sullo spazio delle f.r. & venuto da Ferguson(1973).

L'estensione dei risultati relativi al processo di Dirichlet e
il livello formale richiesto rendono:Mpossibileuﬂesposizione det-
tagliata nell'economia di questo lavoro.

Il lettore interessato & rimandato agli articoli originali.

Consideriamo una misura o, non nulla, finita, non negativa e
finitamente additiva su (R, B) dove R & 1'asse reale e B & 1la
O-algebra di Borel. La misura di probabilitd aleatoria P su
(R, B) & un processo di Dirichlet su (R, B) con parametro o, se,
per ogni k¥ =1,2,..., e per ogni partizione misurabile di R :

{Bl, Boreees Bk}, la distribuzione del vettore aleatorio
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{P(Bl), P (B ),...P(Bk)} & di Dirichlet con parametri ((1(]31),...,‘

2
0 (By)). Scriveremo PeD(a).
Dati k n.a. Zl"""Zk' mutuamente indipendenti e tali che
Zi oGa (ai,l), ui > o Vie ai > o per gualche i = 1,2,...,k ,
allora i n.a. Yl""’Yk si distribuiscono secondc una Dirichlet
di parametri (ai,...,uk) se
Z,
d N
¥, W e— per 1 = 1,2 0k
iy B
=1 73

Tale definizione di distribuzione di Dirichlet & pil generale
di quella comunemente usata (Wilks, 1962) poiché consente che qual
che &i sia uguale a zero.

Il parametro o rappresenta l'opinione iniziale media circa la

conformazione della misura aleatoria P. Si ha infatti

a) seAe B : oa(d) =0 implica P(A) =0 g.c.
_ a(a)
b) E(P(a)) = 5 @)

o(IR) rappresenta il peso che si assegna a questa nostra opinio-
ne iniziale. Questi brevi cenni mettono in evidenza come il pxo-
cesso di Dirichlet si possa fruttunsamente utilizzare come di-
stribuzione iniziale.

In gquesto sensc & utile ricordare la proprietd di "chiusura"
del processo. Infatti:

Sse P € D) e (X Xz,...,Xn) & un campione estratto da P, al

1!
lora il processo (P[Xl""’xh) € ancora un processo di Dirichlet

n
con parametro B = o + 'Zl 6X , essendo 6X la misura che assegna
i= -
i

massa unitaria al punto x.
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n
a(a) + I, 6x;(a)
a(R) + n

o (P(n) | A P, B

E' utile per i nostri scopi ricordare una generalizzazione del pro
cesso di Dirichlet dovuta a Antoniak (1974).
Si dice che P & una mistura di processi di Dirichlet se
Plue D (o] w)
dove u & un n.a. distribuito secondo una f.r. H. Allora

pe [ D (alw dHM

Il processo mistura di processi di Dirichlet ha rilevanza so
prattutto per l'estensione che & possibile farne quando le osser
vazioni sono solo parzialmente scambiabili. Nei casi di parziale
scambiabilita infatti & improponibile 1'uso del Processo di Diri-
chlet a reggere la distribuzione delle osservazioni poiché gqueste
sono disomogenee, se provenienti da classi diverse. Neppure & pos
sibile scegliere un prodotto di k processi di Dirichlet a meno
che le classi non siano tra loro indipendenti. L'interdipendenza
tra le diverse classi pud essere introdotta indicizzando il para-
metro di ciascuno dei k processi ad un parametro aleatorio u.
Misturando il prodotto dei k processi di Dirichlet si ottiene un
processo conforme all'ipotesi di scambiabilita parziale, detto ap
punto "Processo Mistura di Prodotti di Processi di Dirichlet"
(PMPPD) (si veda Cifarelli e Regazzini (1978)).

In simboli:

i=1
U

k
P e J.H D (OLi (¢|u)) 4d H(u)
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Anche per questo processo valgono interessanti proprieta:

o, (a]u)
a) E (Pi(A)) e a;“ijfﬁzy d H (u)
U
b) ai(A|u) =g=p (A =0 g.c.

Inoltre vale la solita proprietd di chiusura.

7.2. Applicazione del modello lineare

Consideriamo il solito modello
¥Y=XB+e

e supponiamo che Y ed X siano cosi partizionati .

¥y Yi1
Y = E con Y, = 3 i= 158
Yy Yin,
| i
k
dove 321 n, =n ed ny eventualmente nullo.
X |
1 Xy
HE | scovmmmm con X. & 1 %! = .
o i == -
...... iy
% .
% =
J —
con X, (Xil’ % wi Xip)
£y
g = . con g.' = 2
€ : €4 (511. ’Eini)
Ex
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In tal modo vengono indiviﬁuate kX classi di elementi scambia-
bili, in corrispondenza di k diverse conformazioni dei regresso-
ri. Per quanto detto nel paragrafo 2 si ha:

BLY, R Eprees v <& | x 8 Fyreewy F } o=

4 (€1j) 50 Fy

Supponiamc di non conoscere la forma funzionale di Fl""’Fk
ed assumiamo che queste siano selezionate da PMPPD di parametro q.
(E' chiaro che la scelta di tale parametro deve essere confacen—
te alle opinioni iniziali del ricercatore).

Allo scopo di poter effettuare alcuni confronti specificheremo a

come segue:

E-x"8
oy (E]Bs %'y o) = a(R) & 5. )
dove oy (t|_@_)dgf ai((—m,tllﬁj e ® & la f.r. della normale stan-
dardizzata.

E' necessario ora assegnare una distribuzione ai parametri
Be Oi' In analogia a quanro fatto precedentemente supporremo
O, noto e B distribuito normalmente.
Per determinare la distribuzione finale di ﬁ_utilizzeremo un ri-
sultato di Antoniak (1974) e cifarelli - Regazzini (1978) che pre
sentiamo in una forma semplificata corrispondente alle nostre ipo
tesi.

Sia v

AR RN

Xk un campione estratto da un PMPPD con parametro
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a(°|u) e distribuzione dei pesi H(u), con o misura assolutamente
continua rispetto alla misura di Lebesgue. Organizziamo, ora, le

osservazioni di ciascuna classe in forma di variabile statistica.

Bogreess By 5y r;
A n,, =
j=1 1] nl
Bigrecer My 4
Si ha allora
k 1 i gai
dH (uy,..x) « 11 a; (Rw ji]=11 dap {Yijilg) ¢H

dove r, indica il numero di osservazioni distinte Per ogni classe.

E' immediato verificare che per il modello lineare si ottiene:

(p) ; ; D
H (EI’“’"].’...'X}(' 51,.--'5}{, UB) o«
k Xy Vo — % B
« O .1 e G2 4P«
i=1 ji=1 Gi B

2

« exp{- —;— [ (¥ - XB) " 61‘1 ¥y - %) + B -1 “B)OB_ ]

Tale espressione coincide con quella data per il modello para
metrico tranne che per il fatto che vengono considerate solo le
osservazioni distinte di ogni classe: i_{e le corrispondenti ma-
trici X e € ).

Il discorso vale in generale sia per i modelli con matrice di
varianze e covarianze note sia per quelli in cui tale matrice non
& nota.

I risultati ottenuti permettono di trattare in maniera suffi-
cientemente agevole anche un modello in cui le ipotesi di partenza

siano molto pid deboli di quelle tradizionalmente adottate (la co-
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noscenza della forma analitica della distribuzione delle osser-—
vazioni) . Nel caso particolare da noi analizzato basterd esclu-
dere le osservazioni coincidenti e quindi operare in maniera a-
naloga al modello parametrico.

Sottolineiamo ancora che la scelta di o & assolutamente sog
gettiva e che comunque o non rappresenta altro che una opinione
iniziale, opinione che le osservazioni possono mutare anche in

maniera radicale.

La (7.1) mostra che la scelta del modello non parametrico
(ai fini della determinazione della distribuzione d4di E) non com
porta nessun aggravio dal punto di vista dei calcoli rispetto al
corrispondente modello parametrico.

In conclusione risulterd conveniente al ricercatore non im-
pegnarsi in maniera dogmatica circa la distribuzione delle osser

vazioni a meno che non abbia sufficienti informazioni.

Riferimenti bibliografici

Il processo di Dirichlet: Ferguson (1973), (1974), Antoniak (1874),
Cifarelli-Regazzini (1978).
Il modello lineare nell'impostazione non parametrica: Cifarelli-

Muliere-Scarsini (1980).
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8. PROBLEMI DI PREVISIONE NEL MODELLO LINEARE

Nell'analisi finora condotta abbiamo considerato gli aspetti
ipotetici del problema statistico. Nella sostanza abbiamo rivolto
la nostra attenzione alla verifica della attendibilita di leggi
che governano un dato fenomeno.

Esamineremo ora il problema della brevisione di nuove osser-
vazioni sulla base di altre passate, problema che, a nostro avvi-
so, € meglio individuabile nei suoi connotati probabilistici, po-
tendo essere ridotto alla determinazione della funzione "preditti

va ' :

Pr{Yn = Yyreees Y = yn}. (8.1)

#17 S ¥ppqeeeey Yoty E-yn+r Yy n
Per poter valutare la probabilitd di eventi futuri sulla base
di eventi passati (noti) occorrera stabilire un legame logico di
dipendenza tra gli eventi tutti {passati e futuri).
Vedremo ora come sia possibile ricavare la (8.1) allorcha le

Oosservazioni siano estratte da una successione {Yn} scambiabile.

Dal teorema de Finetti discende:

< " 2 D -
PrlY g S ¥ pqreeer ¥ E T | Y = Ryusaes L =t

X

dove u(F]yl,...,yn) pud essere calcolata mediante il teorema di
Bayes (2.3).

Chiaramente la (8.2) nel caso di problemi parametrici diventa

Pr{Yn+1 S.Yn+1'°"' 4

s

Rn

ntr = Ypir I Yl = Yyeeees Yn = Yn} =

=N

1 F(yn+j[6) d H (8[ yl,...,yn).
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Una posizione estrema, all'interno dell'ipotesi di scambiabi
litd, & quella in cui la successione {Yn} € composta da n.a. sto
casticamente indipendenti.

Tale assunzione porta a:

o s < Y = .. Y e =
n+l = Y41’ ! Yn+r 2 Yoy I 1 Yyr " “n Yn}

< 3 . F, (8.3)

< ¥
y n+r — “nt+r

ntl — fn+t’ 7"’
Vale dire: gli eventi passati non forniscono alcuna informa-
zione circa quelli futuri.
(La (8.3) implica che la distribuzione F di ciascun n.a. del-
la successione {Yn} {nel modello parametrico il parametro) sia com
pletamente nota, il che significa che non vi & necessita di fare

inferenza.

Nel casc di parziale scambiabilitd avremo:

------

< e <
Pr{Yl,nl W= et By pge S b

------

) duEly ,..., .
'Ji) o igi ) (8.4)

La (8.4) sard utilizzata per la determinazione della predittiva
nel modello lineare.

La funzione predittiva svolge un ruclo assai importante nella
soluzione di molti problemi di analisi multivariata.

In particolare il fine ultimo di molti modelli econometrici &

la determinazicne (in senso probabilistico) del valore che assume-—
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ranno alcune variabili endogene in corrispondenza di valori prefis
sati di altre variabili esogene, questo anche al fine di risolvere
problemi di controllo.

Mostreremo che la trattazione di un problema previsivo nel mo
dello lineare seppur unitaria nell'impostazione conduce a risulta
ti sensibilmente differenti a seconda che il modello sia parametri

co O non parametrico.

8.1. Modello parametrico: varianza nota

Dato il solito modello a tre stadi:

2

¥|8, VX, B, 0% D)

1 r
By IB,vNx, B, 4 Cp)
BylByvN(xy By y Cy)

si ha:

B

B Y v neg¥, W) (8.5)

dove B* si determinano sulla base delle espressioni (6.2),(6.3),
(6.4).
Indicato con g_un vettore (N x 1) di osservazioni future ef-

fettuate in corrispondenza della matrice X

1
. . 2
¥B, v N, B, » 0" 1) (8.6)
si ha:
¥y N(f(l B¥ ; 021+>21v5<1') (8.7)

La (8.7) si ottiene moltiplicando la (8.5) per la (8.6) ed

integrando rispetto a E&' La (8.7) si ottiene altresi svolgendo
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considerazioni analoghe a quelle presentate nell'osservazione del

punto 6.2, Cioé:

=kB+¢ , ¢lyvne, o’

g=xp
X
B=8 +n ., nlrvne, v)
quindi
3 . % : .
Y=xpg + X n+g

Poiché i N + & & una funzione lineare di vettori aleatori normali
ed indipendenti dato ¥, si ha

Xn+EL VN, XV X + 0% 1)

da cui la (8.7).

Come si pud vedere la distribuzione predittiva & normale ed ha
media uguale al prodotto della matrice dei regressori per il vet-
tore media della distribuzione finale dei parametri,

La matrice di varianze e covarianze & uguale alla somma di due
componenti: la prima corrisponde alla matrice di varianze e cova-
rianze delle osservazioni condizionatamente ai Parametri, la secon
da alla matrice di varianze e covarianze indotta dai parametri.

E' immediato notare che la previsione mantiene la struttura 1i
neare inizialmente ipotizzata, infatti la media della predittiva &
linearmente legata ai regressori, essendo i coefficienti della com
binazione lineare dati dalle medie di EJX}

Le osservazioni effettuate nelle diverse classi hanno tut-
te il medesimo peso nella determinazione della predittiva (anche
se riferite a classi diverse). Queste due ultime considerazioni so

no diretta conseguenza della struttura parametrica del modello. In

fatti nella formulazione iniziale abbiamo ipotizzato 1la normalita



delle osservazioni. Tale ipotesi non viene modificata dal verifi-
carsi di qualunque risultato sperimentale.

L'ipotesi forte di normalitd delle osservazioni si traduce
quindi in una ipotesi forte di linearit3d del modello vale a dire

in un legame lineare tra le diverse classi di scambiabilita.

8.2. Modello parametrico: varianza non nota.

Dato il modello:

2 2

¥[B, s O VNX, B , 0" D)

2 2
§1|G VNGB, O Cg)
o° v IeGa (m/2, v/2) ,
si avrad, dalla (8.7)
Y|y, o? N (X, g* : 02(I+5(1V)'<1')) (8.8)
dove

X ' -1, -1 -1
2] . ¥ L}
B =t x +cg) T (X XHcg B)
vV o= (x'x +c.Ht
s | ]

Moltiplicando la (8.8) per p(ozfy) ed integrando rispetto a 02, si
ottiene che iJX, & distribuito secondo una t multivariata con (m+n)
gradi di libertd con valcre atteso il @% e matrice di varianze e
covarianze

Z

Bopan il o, B Y 7 ’
Peees (& VR 4 D)

1
l'espressione di 2z & data dalla (511}

Anche per il modello con varianza incognita quindi, a patto di
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scegliere una distribuzione iniziale coniugata per i parametri val
gono proprieta analoghe a quelle ricordare per il modello con va-
rianza nota.

Se nel modello con matrice di varianze e covarianze non nota
si fosse assunta una distribuzione del tipo normal-gamma non coniu
gata che conduce ad una distribuzione marginale finale di B del
tipo double-t allora la determinazione della distribuzione predit

tiva sarebbe stata molto difficoltosa. A tutt'oggi non ci consta

che ne sia stata fornita espressione in forma chiusa.

8.3. Modello non parametrico.

Nei numeri pfecedenti abbiamo mostrato gli effetti della ipote
si di normalitd del modello statistico sulla funzione predittiva.
In questo paragrafo esamineremo le conseguenze della rimozione di
una tale ipotesi. Assumeremo in particolare che le osservazioni
sianc estratte da un processo mistura di prodotti di processi di
Dirichlet.

Ricordiamo alcuni risultati:

Se Pe€D (a) ed F & la f.r. corrispondente a P allora

PriY < y} = 9lé%%%%.= F_ (y)

La funzione predittiva quando si sono effettuate n osservazioni gz

e

alRY + o Fp W



= B o

essendo Fn(y) la f.r. empirica

u)) d H (u)

k
s P ) =P g L, D (o, (e
= i=1 i
(8]

allora la f.r. predittiva di k future osservazioni (una per ogni
classe), analogamente al caso del processo di Dirichlet, & data
da:

< =
Bl ) oo B Fyuen s Tk 4 S Yk Yy Yy g )

1

a, (R[uw o, (vq|w n,

1
a, (R +n, o (RJw' o (RJw + n. Ti,n ¥
3l 1 1 L 1

{

I
=K

i=1

d H (u|zl,...,§k)

in cui Fi ” € la f.r. empirica determinata con le osservazioni
I .
i :

della i.esima classe, yil""'yini ed H(ulzi,...tzk) € la f.r.

finale di B di cui abbiamo detto nel paragrafo 8.2.
Per semplicitd di riferimento supponiémo che la distribuzione fi-

nale per EJE&""'Yk sia normale con media:

¥ = @i lx+52 7t @5t

2
) B L UB E—Bo)

e matrice di varianze e covarianze

X SR, - -
v =(x21x+021)1
o B
dove
— s
FIZI
1
. rlgz
5 = 2 &2
2
g
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La f.r. predittiva della generica marginale Yi 8

y - x! B
g P i
R
n,

-

1
"e®y Fn, W

ed integrando si ha:

o (R) ¥~ X '—Bo) ! =

b; [0 T a(R) + n, - T ER) ¥ n, Fi,ni(y)

(8.9)

in cui vii € l'elemento i.esimo sulla diagonale della matrice Vz,
cioé
b

2
v,, =0, + x' v" x,
1L L = o —i

La (8.9)_é una mistura di due f.r.: quella normale (analoga a quel-
la del modello parametrico) e quella empirica delle osservazioni
della classe i.esima. Le osservazioni di tutte le classi interven
gono nella determinazione della f.r. predittiva attraverso la pri-
a componente. Tutte le osservazioni della i.esima classe interven-
gono anche nella seconda componente, per cui la wi(ylz) concentra
masse di probabilitd in corrispondenza di tutte le osservazioni del
la classe a cui si riferisce.

Si noti che:

¥y B
V. (yly > @ ¢ ) se o (R) + + o,
- I 14
e
¢i(ylz) o %_Il(y) se a (R) » o.

a,

L'espressione generale della predittiva per due o piii osservazioni
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(di classi diverse) si complica notevolmente essendo data dalla
mistura di diverse componenti (assolutamente continue, discrete
e miste). E' possibile tuttavia dare agevolmente 1 'espressione

della media di queste distribuzioni.

ceer ¥ P ey
E(Yl,n1+' ' k,nl+1|—1 ¥4)

—nxp¥+ -1 ¥
B ¥

essendo
a (R) : ;
= —_——— = 0
L =am® + n, = Ly per & # 3
e
1 ‘-
— L Z
Yy n, 3=t ¥i5

E' immediato notare che in questa espressione non viene preserva-
ta la struttura lineare del modello nel senso che la media della
distribuzione predittiva non & linearménte legafa ai regressori,
Al crescere del numero delle osservazioni, inoltre, acquista sem
pre pit peso la f.r. empirica che & svincolata da gualsiasi strut
tura lineare tanto che le k funéioni ﬁi sono tra loro indipenden-

ti.

Riferimenti bibliografici
Problemi di previsione statistica: Aitchison-Dunsmore (1975) de Fi
netti (1971), Geisser (1971).

Per il modello lineare (non parametrico) Cifarelli-Muliere-Scarsi-

ni (1981).
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9. ANALISI DELLA VARIANZA

Una significativa particolarizzazione del modello lineare ge
nerale & data dai modelli di analisi della varianza, modelli in
cui si considerano osservazioni provenienti da diverse classi,
con lo scopo di mettere a confronto le medie di queste classi.

11 modello si formula nel modo seguente:

Yyq 1 By &1
Ylnl ! : Elnl
Yoq ! . 2 1
: : %
rS. 700 R emg
— +
Y1 k1
€
Ykﬂk 1 knk
_ B L _ u N
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Consideriamo ora il consueto modello gerarchico ed assumiamo che i

parametri siano tra loroc scambiabili.

¥jo, v (Ai_Ql r )

1

8116, v N (g 8, cy)
82 " diffusa
con
[ o2 1 h
1
02 I
2
Sy = ;
: 2

g I

k
e

2

C2 = UB I

Per le cose dette nel paragrafo 6.2 si ha:

By LLN NGy By 4%y

con

= -1 1 1 -1, -1 1,-1
- ] s '

vi=1{a c A +c )L e, T Lc}

b =a’c!

Indichiamo la media della distribuzione finale con 8*= Vl_lgl_

Semplici calcoli portano a verificare che Gié una matrice di ele

menti:



w BR =

m
i 1 1
v = — + - -
ii 2 2 2
g a ko
I B B
v, = - 12 i#73
ko
B
Quindi Gl_ avra elementi:
ii 2 -1
= - Z
v OB (1 wi) (L 125 wj) (Zwi)
a e [ B _ -1 . .
v —GB (1 wi) (1 wj) (Zwi) i#3
2 2 2, -1 —
con wi =n, GB (ni GB-+ Oi) i=1,2,...,n.
Mcltiplicando la matrice VI per Ai CIl Y otteniamo:
n 0257 +d23=;
i 1 1 ;
@l = 82 5 i=1,2,...,n
n, ¢, + 0,
B 1

dove ; = (Zwi)— % w, v

I risultati ora esposti sono dovuti a Lindley (1971) che si limito

13 S0 02 = 02 = = 02 = 02
al ca L 5 3 5w - ~
Lo stesso modello & stato studiato in ambito non parametrico da
Cifarelli (1979).
Lo studio dei modelli deli‘analisi della varianza a due criteri &
stato condotto da Smith (1973a) e da Lindley (1974). Nel seguito
illustreremo un modello di analisi della varianza a due criteri di cui
i modelli di:Lindley e Smith possonc essere considerati casi particolari.

Assumiamo

= + +
Yiqp = Mt Oy Bj+vij €

ij ijr

coni=1,...,a; 3=1,...,b ; r = l1,...,n; e
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P)} Y. =0 i : (9.1)

Nel seguito supporremo che vi siano k osservazioni per ogni cel

letta ij, si avrad pertanto r = 1,2,..., k.a.b.

Sia,ora

)

¥|g, vN @, 8 , c;

dove

0! - [Ur Ofulr---rOCa r 81:---r8b ' ’Yllr---ryab] ’

e =O'2I.

Al € una matrice di elementi 0, 1, -1 tale che siano soddisfatte
le assunzioni a) e b).

Assegniamo ora a Q{ una distribuzione iniziale che tenga conto
delle condizioni a) e b) e che esprima una ipotesi di scambiabili
ta degli a, e dei Bi. L'éssunzione di scambiabilitd implica che
vi siano inizialmente medie e varianze uguali per gli ai e Bi 2
uguali covarianze tra ogni.coppia (ai,uj) e (Bi, Bj).

La condizione b) impedisce invece di assumere i Yi' scambiabili.
J

Ipotizzeremo quindi:



Cov (Yi- r Y.,) =z se 1i#4q, 0 1

J gr
Cov (Yij ’ qu) = v se i#4q, 3 =
COV(YlJ:qu)=u se i=49g9, j#EX
Cov (Yij ; qu) — se 1 =49, Jigm B
Pertanto
|
0,18, v N (@&, 8,, C))
con
2y By = {9]
e
— T 1 [} =
o2 ° 0 °
u
0 02 (I - &, J ) 0 0
= o a a
Kol = 2 1
[e] 0 O (I~ 5 Ip) 0
0 o} 0 02 (T —}-(I@J')
- Y “ab b ‘"a b
1 1
i 2 I g e
N 2 (Ja@ b) = Jab_

C2, come si vede & una matrice diagonale a blocchi. T1 primo bloc

co & uno scalare. Gli altri tre blocchi sono singolari. Nell'ulti-

ﬁo blocco sono singolari tutti i sottoblocchi quadrati ottenuti con
siderando le a righe e le corrispondenti colonne relative a Yi"
0 quelli ottenuti considerando le b righe e le corrispondenti co-
lonne relative a Y.j'
Evidentemente U, a _B_ r Y sono mutuamente indipendenti.

Sottolineiamo che

rango (Al} = a+*b < (at+tl) (b+l) ; 1'identificazione di E& =) ottenu



= G, e

ta quindi mediante i vincoli (9.1). Taliivincoli possono esprimer-

si nella seguente forma generale:

HE =0 (9.2)
con
- -
0 3 o'
=5 b4
o e} 1
L}
i
H = ’
= 1
i
2 s b
H = (a+tb+2) » (a+l) (b+1)

La soluzione della (9.2) pud essere scritta:

b, =x¥

con K tale che H - K =0 e di dimensioni (ab+1) dove

]](i = UI u‘ll"'l ua_ll Blr---r Bb_ll YllfP"l Yl(b_l)l---l

Ya-1) 177" Y(a-1) (b-1)
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e
1
Ia-1
ﬁi a-1
Th-1
gy
11
i
i
i gl
L 1
L'y Ly |

Un teorema di Smith (1973) mostra che la distribuzione finale &:

Sly, 8, w by, D)
con
D, =k (k" (&' c' A +c.) x} Lkt (9.3)
1 1 T :
=1 = '
-— r i
by ={ajc," ¥ +c, a, 8,} (9.4)

dove C; € l'inversa generalizzata riflessiva di C_. (Rao-Mitra

2
1971).



- B3 =

Indicando con g* = D1 El € sostituendo nella (9.3) e (9.4) i

valori precedentemente indicati di Al, Cl,C2, @2 e ponendo

-2

OU -+ O si ottiene
B e -
* *
gk o Z
g* D, = X
2 T
b 3 1 .
.hl - Z*
Y
con
X s
u = vy.
* 2 2 -1 - -
= + 5 - N
OLl kbc;q (kboa o) (yi V..)
* 2 2 2,-1 - -
=k o, (kao, +c) (v., = v..)
BJ * g B ¥ .
X 2 2. -1 - ~ - -
.=k 0o (ka + g7) L. - . - + J)
Ylj ( Y ( ij Y * J o
e
Z* B 02
u  kab
X s
% =o2 02 (kb'cz +-02) ! (I e, B2 J_)
] o o a "a
X 2 2 2. -1 1
;ﬁ =a GB (k a US +07) (Ib " Jb)
X 2 2 2 2. =1 i 1 1
ZY =g OY (k UY + g7) (Iab 5 (Ia 2 Jb)- 3 (Ja 2 Ib)+ E'EJab)'

Anche in questo caso le medie della distribuzione finale sono
medie ponderate tra lo s£imatore dei minimi quadrati e l'opinio
ne iniziale. Dato che la distribuzione iniziale per u & diffusa,
U* coincide con lo stimatore dei minimi quadrati; per oy s Bi’
Yij l'opinione iniziale & zero ed il peso dell'esperienza empiri

ca & in ogni caso proporzionale a e

S il peso dell'opinione ini-
ag



ziale é&:

per O o —ié‘

bo
o

a02

8
per ol

O2

v

IL citato modello di Sm th (1973) & un caso particolare di que-—
sto esposto, ottenibile eliminando il blocco delle interazioni.
Si pud notare, tuttavia, che poiché i blocchi sono stati assun-
ti indipendenti i risultati relativi alla parte comune coincido
no.

Lindley (1974) invece nell'analisi di un modello a due criteri
considera l'effetto congiunto riga colonna, strutturando la ma
trice di varianze e covarianze in modo analogo a quantc da noi
fatto per il blocco dei Yij-

Poiché nel medello di Lindley i coefficienti non sono sottopo-
sti a vincoli, la matrice delle loro varianze e covarianze & non

singolare.
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