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Capitolo 1

Analisi esplorativa di dati spaziali
univariati

L'analisi esplorativa dei dati (IEDA) riguarda l'organizzazione, la sintesi e la presentazione
dei dati osservati allo scopo di renderli pit comprensibili e per meglio scoprirne la struttura
sottostante e determinarne le tendenze.

[n questo capitolo descriveremo in dettaglio alcuni strumenti grafici ed analitici opportuni
per la EDA di dati spaziali univariati.

1.1 Individuazione dei valori anomali della distribuzio-
ne empirica del dati e dei valori anomali spaziali

In un insieme grande di dati. un valore anomalo & un dato che appare “diverso’ dagli altri
rispetto ad uno o pin criteri stabiliti dal ricercatore. Dal punto di vista dell’analisi di dati
univariati distribuiti nello spazio sembra interessante considerare i seguenti tipi di anomalia:

e Valori che risultano estremi (troppo grandi o troppo piccoli) rispetto agli altri e che
quindi influenzano il calcolo di indici sintetici di posizione quali. per esempio, la media.

e Valori cle risultano anomali rispetto al modello statistico che il ricercatore ritiene
abbia generato i dati. Molti dei modelli utilizzati nella statistica spaziale assumono, ad
esempio, che i dati siano generati da un modello gaussiano: e in questo caso importante
individuare le osservazioni che meno si adattano a questa ipotesi.

o Valori che risultano eccessivamente diversi da quelli che a loro sono vicini nello spazio.
Ovviamente il ricercatore dovra in questo caso descrivere una opportuna topologia in
base alla quale decidere quando due dati provengono da luoghi vicini.

Se un dato risulta anomalo rispetto ad uno o pin criteri di analisi, non per questo esso
non va considerato nelle analisi successive. Al contrario la presenza di dati anomali da una
parte induce il ricercatore ad utilizzare tecniche di analisi che siano resistenti (per esempio,
la mediana al posto della media come indicatore di posizione della distribuzione) e dall’altra
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lo deve spingere ad individuare le ragioni non statistiche che hanno eventualmente prodotto
le anomalie (ad esempio, per i dati del mare Adriatico, le piene del Po. i venti di Bora, etc.)
[n questa sezione presentiamo aleuni strumenti atti all'individuazione di dati anomali.

1.1.1 Box plot

Il box plot & uno strumento grafico che permette una semplice rappresentazione dei principali
indicatori di posizione di una distribuzione di dati nonche dei suoi valori estremi.

Il box plot si costruisce considerando i quartili della distribuzione. Il primo quartile di
una distribuzione e quel valore ¢.5 tale che il 25% delle osservazioni ha un valore inferiore
o al pin uguale a ¢25. 1l terzo quartile e quel valore ¢r; tale che il T5% delle osservazioni
ha un valore inferiore o al piu uguale a ¢rs. Il secondo quartile e la mediana. La differenza
[QR = ¢r5 — 25 prende il nome di differenza interquartile.

Il box plot individua graficamente I'intervallo nel quale cadono le osservazioni comprese
tra ¢.5 e g5 per mezzo di un rettangolo. Dai lati orizzontali del rettangolo si estendono
due segmenti che raggiungono il valore osservato pitt grande e quello pit piccolo compresi
nell'intervallo (g5 — LSJQR, g5 + L.5IQR). Le osservazioni, se ne esistono, che cadono
all’esterno di questo intervallo sono considerate anomale in quanto troppo grandi o troppo
piccole e visualizzate nel grafico per mezzo di un punto o i un asterisco.

[I ricercatore ha cosi a disposizione un semplice strumento grafico per rappresentare una
cistribuzione di dati che risulta particolarmente utile per 1 confronti tra distribuzioni i dati

diversi (Figura 1.1).

1.1.2 Rankit plot

11 rankit plot permette di valutare graficamente 'ipotesi secondo la quale i dati osservati sono
stati generati da una distribuzione Normale.

I rankit plot si ottiene riportando su un piano cartesiano i punti di coordinate (u;,1;)
dove y; < y» < ... < y, sono i datl osservati ordinati in ordine non decrescente mentre
wy <o <. ouy sono i ovalorl attesi delle statistiche d’ordine per un campione casuale di
ampiezza n estratto da una popolazione Normale di media 0 e varianza 1.

Quando e vera l'ipotesi i normalita, ci aspetta che il legame tra i valori y; e i valori wu;

sia dato da una relazione lineare del tipo
Vi = u+ ou.

Tanto pit il grafico ottenuto si discosta da quello di una retta tanto pilt si ritiene che
'ipotesi di normalita non sia soddisfatta dai dati osservati (Figura 1.2 ). Inoltre particolari
forme assunte dal rankit plot suggeriscono talvolta al ricercatore opportune trasformazioni
(ad esempio, il logaritmo o, piu in generale, una trasformazione di Box-C'ox) tali che i valori
trasformati possano essere consicderati come un campione da una popolazione normale.
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Figura 1.1: Box plot di due insiemi di dati a confronto: il boxplot i sinistra e relativo a 20
osservazionl generate da una Cauchy(0,1), quello di destra a 20 osservazioni generate da una
Normale(0,1).

1.1.3 Analisi dei valori anomali rispetto a quelli contigui mediante
grafici

Obiettivo di questo tipo di analisi e I'individuazione di dati che sono anomali rispetto a quelli
spazialmente contigui. Questi valori possono avere forti effetti distorsivi sugli indicatori delle
proprieta spaziali della distribuzione qualora essi non siano vesistenti.

Quando 1 dati sono osservati su una griglia indichiamo con y(s;, 54) il valore osservato in
corrispondenza della riga s, e della colonna s, della griglia. Allora. per esempio, il grafico
dell’insieme di punti {(y(s1,52).y(s1 + 1, 2))} o quello dei punti {(y(s1,52), y(s1, 82 + 1))}
possono indicare la presenza di valori anomali locali rispetto alle direzioni Nord-Sud o Est-
Ovest.

Piti in generale, se y = (y1,. .., Y ) €1l vettore dei dati osservati, si riportano su un piano
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[igura 1.2: Due rankit plot a confronto: datil sono 100 osservazioni generate da una
Cauchy(0.1) mentre dati2 sono 100 osservazioni generate da una Normale(0,1).

cartesiano 1 punti dellinsieme {(y.. (1Wy);): 7 = 1,...,n} dove 1" & una opportuna matrice
di contiguita.

Possibili esempi per la matrice di contiguita sono i seguenti. Indichiamo con 7 il sito
da cui proviene l'osservazione y; e con j quello da cui proviene 'osservazione y; e sia w;;
I'elemento di ordine (z, j) della matrice 11" che misura il grado di contiguita tra il sito 7 e il

sito J :

[
# 0 se?e contiguo a j
w;; ; .
¥l = altrimenti
2.

wy = d;

[y 4



con 5 = 0, e d;; misura della distanza (euclidea, temporale, etc.) tra il sito 7 e il sito j.

wij = exp(—d;;)

wyy = Ul

con y = 0, dove/;; e la lunghezza del bordo che i e j hanno in comune e [; & il perimetro
del sito 1.

Spesso gli elementi delle righe o delle colonne della matrice W sono standardizzati in
modo da sommare a 1: cosl facendo il valore (Wy); assume il significato di media ponderata
dei valori osservati in siti contigui al sito 7 secondo la topologia specificata da 117,

Osserviamo che la matrice 11" permette al ricercatore di tener conto di informazioni rela-
tive alla natura spaziale dei dati i carattere anche diverso da quelli legati alla sola distanza
o alla contiguita geografica dei siti. Per esempio, per i dati del Mare Adriatico, possiamo cosi
codificare informazioni relative alle piene del Po, ai venti di Bora, alla profonditi batimetrica,
alla salinita dell’acqua etc.

Dopo aver riportato su un piano cartesiano i punti dellnsieme {(y;. (Wy);) : i =1,...,n}
il ricercatore interpola un modello lineare quale, per esempio, la retta

(Wy)i = By + residuo, s = 1, ..., 0.

Valori y; ai quali corrispondono residui elevati individuano siti anomali rispetto ai contigui

(Figura 1.3).

1.1.4 Outliers per righe o colonne

Quando 1 dati sono riferiti ad una griglia, la presenza di valori anomali da un punto di vista
spaziale puo essere segnalata da strumenti grafici quali il box plot o il rankit plot applicati
al dati relativi ad ogni riga o ad ogni colonna separatamente.

Nella Figura 1.4 compaiono i box plot delle righe e delle colonne della matrice dei dati
areal descritta nella Tabella 1.1 e velativa ai valori di riflettanza delle acque inquinate di
una zona costiera misurati via satellite. Se supponiamo che i dati che appaiono nelle prime
righe della matrice corrispondano a locazioni pitt vicine alla costa. il confronto dei box plot,
oltre ad mdividuare i dati anomali, fornisce una immediata ipotesi di lavoro: allontanandosi
dalla costa il fenomeno osservato prima cresce debolmente di intensita e poi decresce rapida-
mente. Un analogo fenomeno non si osserva invece facendo variare 'indice di colonna ovvero
spostandosi “parallelamente” alla costa.

1.1.5 Test di Cressie
Cressie (1931) ha suggerito di provare I'ipotesi

Hy @ assenza di valorl anomali spaziali
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Figura 1.3: Itsempio di un grafico (Wy,y) con retta interpolante; i punti cerchiati
corrisponclono a valori anomali rispetto al contigui.

contro l'ipotesi
I : presenza di di valori anomali spaziali

per mezzo del calcolo, per ogui riga e per ogni colonna, della statistica

—w( 1.349)

O=ymn
IQRv0.5708

dove j = n~' ¥/, v indica la media aritmetica delle osservazioni y = (yi,....¥,) e med(y)

¢ la loro mediana. Quando l'ipotesi Hy ¢ vera e le osservazioni sono indipendenti, D si

distribuisce come una Normale di media 0 e varianza 1. E™ da notare che, se i dati non sono

indipendenti, il test tende a sovrastimare la presenza di valorl anomali.

-1



32 35 36 37 38 47 34 35 31
33 39 43 41 55 42 38 34 37

2 46 39 55 37 40 32 28
45 50 43 33 24 38 44 42 39
40 36 16 18 31 37 52 30 24
37 14 10 21 26 30 35 4

5
oy
2~
=

10 12 5 12 17 18 20 24 23
50 62 19 6 14 17 1T 5 6
6 35 0 4 5 5 6 0 0

Tabella 1.1: Dati arcal: valori di riflettanza (reflectance values) rilevati per mezzo di un
satellite per un’area di acque costiere inquinate (Haining, 1937).

1.2 Individuazione di trend spaziali

La presenza di valori anomali nonche, pitt in generale, le proprieta della distribuzione dei
dati rilevate dal metodi descritti nella sezione precedente possono dipendere da una possi-
bile eterogeneita spaziale del dati medesimi. In questa sezione prendiamo in esame metodi
esplorativi il cui scopo ¢ quello di mettere in luce la presenza di trends spaziali ovvero di
valort medi non stazionari dei dati.

In questa fase della ricerca 'obiettivo non e tanto quello della stima degli eventuali trends
spaziali rispetto ad uno specificato modello statistico, quanto quello della eliminazione di una
possibile non stazionarieta del primo ordine dai dati al fine di analizzare, per esempio, la
struttura della variabilita spaziale degli stessi per mezzo di funzioni statistiche che assumono
la stazionarieta del primo ordine come ipotesi di partenza; per esempio. per mezzo del
semi-variogramina.

[ metodi considerati sono quelli del median polishing e dell'interpolazione di superfici
polinomiali con il metodo del minimi quadrati.

1.2.1 Median polishing

Supponiamo che i dati siano osservati su una griglia con p righe e ¢ colonne. Sia y(sq, $3) il
dato osservato nella cella corrispondente alla s;-esima riga e alla s,-esima colonna. Il metodo
di median polishing assume un modello additive tale che il valore numerico osservato nella
cella (51, 52) € rappresentato come

y(s1,82) = efletto comune 4 effetto riga + effetto colonna 4+ residuo. (1]

Le componenti del modello vengono cosi stimate:

effetto comune = y(...)
effetto riga = y(s1..) —y(.,.)
effetto colonna = y(..s9) —y(.,.)
residuo = y(s1.52) —yl,.) ~ [yls1 ) —yl 0] = [yl.s2) —wl., )]
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IFigura 1.4: Confronto dei box plot per 1 dati delle righe e delle colonne della matrice dei
dati areal.

dove il simbolo *.” indica una media sui valori corrispondenti rispettivamente alla riga o alla
colonna. La presenza di possibili valori anomali consiglia di usare medie troncate; spesso il
troncamento viene fissato pari a 0.5, ovvero si fa uso delle mediane al posto delle medie.

[1 modello e sufficientemente flessibile da poter essere usato anche quando vi siano dati
mancanti in corrispondenza di alcune celle. E inoltre possibile tenere conto di eventuali
interazioni righe-colonna modificando il modello (1.1) nel seguente:

e.riga X e.colonna

y(s1,52) = e. comune + e, riga + e. colonna + & + residuo.  (1.2)

e.comune
I1 valore & viene cosi stimato: si calcolano le componenti del modello (1.1) e quindi si interpola
una retta per 1 punti la cu1 ordinata e data dai valori residui del modello e la cui ascissa
e data dai valori corrispondenti all’espressione che appare tra parentesi graffa nel modello
(1.2). Se il coefficiente angolare di questa retta e diverso da zero, esso viene assunto come

o



effetti riga: 5 10 10 12
effetti colonna: | 9 5 0 -5 0 1 | o —_

effetto comune: | 31

—

Tabella 1.2: Median polishing dei dati areal; stime degli effetti (Haining, 1987

Riga 1 2 3 4 5 6 T S 9
D -047 -0.52 089 -3.77 0.0 -0.71 -0.84 3.49 6.07

(‘olonna I 2 3 4 5 ) 7 8 9
D 046 1.13 -1.61 0.0 2.67 089 3.12 -0.39 -0.79

Tabella 1.3: Valore della statistica D per i residui dopo median polishing dei dati areal
(Haining, 1987).

stima del valore k. Nel caso invece il coefficiente angolare sia approssimativamente nullo, si
ritiene valido il modello (1.1).

Valori grandi per gli effetti riga o colonna sono a sostegno della presenza di trends spa-
ziali. Il suggerimento e in questo caso quello di effettuare le analisi statistiche, soprattutto
quelle relative allo studio sulla struttura della variabilita spaziale dei dati. sui residui (dati
detrendizzati) e non sui dati originari. Sara talvolta opportuno riesaminare la presenza di
valorl anomali applicando i metodi descritti nella sezione precedente ai dati detrendizzati.

Nella Tabella 1.2 sono riportati i risultati relativi al median polishing dei dati areal
che appaiono nella Tabella 1.1. La presenza di effetti riga e molto evidente e cio conferma
I'ipotesi gia formulata sulla hase delle osservazioni dei box plot per riga.

La presenza di valori anomali dipende spesso anche da eventuali trend spaziali. Nella
Tabella 1.3 compaiono i valori della statistica D di C'ressie per le righe e le colonne di areal
cdopo che i dati sono stati detrendizzati per mezzo di di median polishing ovvero calcolata
vispetto al residui. Sono evidenti valori grandi di [ in corrispondenza delle righe 4, 8
e 9 e delle colonne 5, 7 che [anno pensare alla presenza di valori estremi nelle locazioni

corrispondenti.

1.2.2 Interpolazione di superfici polinomiali

.

Un approccio analogo al precedente per lo studio della presenza di trends spaziali & quello
che interpola 1 dati osservati su una griglia per mezzo di una superficie polinomiale.

Se la griglia ha p righe e ¢ colonne, indichiamo con y = (yy.....y,).n = pxq. il vettore dei
dati osservati. Per ¢ = 1,...,n, slano (s, s:) le coordinate relative al dato y;. Assumiamo

che il vettore y possa essere rappresentato come

y = A8 + vettore dei residui

10
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e un vettore cli coefficienti.
La somma /i + A corrisponde all'ordine della superficie interpolante: cosi se h + k=1 la
superficie interpolante e un piano, se i + & = 2 abbiamo una superficie quadratica etc.
Scelta la matrice A, 1 coefficienti del vettore # vengono calcolati con il metodo dei minimi
quadrati ovvero in modo tale che sia minima la distanza

)
i

> olyi—(A49))°

i=1

Poiche la scala secondo la quale si misurano le coordinate sulla griglia e arbitraria, e
consigliabile scegliere A in modo tale che nel polinomio risultante compaiono tutti i termini
di grado minore o uguale a h + k.

Per la scelta del gracdo /» + A si puo seguire una procedura a passi (stepwise regression)
nel modo seguente: si interpola innanzitutto una superficie di ovdine zero, a cui corrsiponde
una matrice 4 = g, e si calcola il coefliciente di correlazione lineare R2 tra y e Agf. Poi si
consiclera una superficie di ordine 1, a cui corrisponde una matrice .4 = .15, e si calcola il
coetficiente di correlazione lineare R% tra y e 414, e cosi via. Al crescere dell’ordine h+4 della
superficie interpolata, cresce il valore del coefficiente R} ,. Si arresta la procedura quando
la crescita di R? non & pitt apprezzabile.

1.3 Analisi della stazionarieta del secondo ordine

Lo scopo di questa sezione ¢ quello di introdurre ad alcuni metodi esplorativi per 'analisi
della stazionarieta del secondo ordine di dati spaziali osservati su di una griglia. Assumeremo
che la griglia abbia molte celle e che queste abbiano aree pressoche uguali.

Supponiamo che s = (s, 53] e { = (11, 1;) indichino due celle sulla griglia e siano y(s1, s,) e
y(t1. ty) rispettivamente i valori osservati nelle due celle. Assumiamo che il processo aleatorio
che ha generato le osservazioni sia stazionario del primo ordine ovvero che il valor medio
di y sia costante in ogni cella: i metodi sviluppati nella sezione precedente permettono di
controllare questa ipotesi. Il processo aleatorio che ha generato i dati si dice debolmente
stazionario del secondo ordine se, per ogni s e t, la covarianza

C'(s.t) = Media{[y( s, s2) — Media()][y(t1.12) — Media(v)]}

non dipende da s e £, ma solo dalla loro posizione relativa ovvero dal vettore distanza
h =s—1t. Nel caso in cui ('(s.1) dipenda solo dalla lunghezza r di /i allora il processo viene

detto isotropo.
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Quando non e soddisfatta l'ipotesi di stazionarieta del primo ordine, una pitt debole
assunzione d1 stazionarieta del secondo ordine & quella che prende in considerazione gli scarti
dai valori medi di y. Avremo allora che il processo aleatorio delle differenze dal valore medio
¢ debolmente stazionario del secondo ordine se, per ogni per ogni s e t, la covarianza

('(s.t) = Media{[y(s;.52) — Media(y(s1. %2))][y(t1. t2) — Media(y(t1.1,))]}

non dipende da s e t. ma solo dal vettore distanza h = s — 1.

1.3.1 Stime della struttura della varianza e covarianza spaziale per
diverse partizioni della regione studiata. Correlogramma e
semi-variogramma

Una analisi esplorativa dei dati osservati per la verifica delle proprieta di stazionarieta del
secondo ordine e sempre difficile e incompleta. Un possibile approccio, valido soprattutto
quando si abbia a che [are con griglie con molte celle e di uguali dimensioni, & quello che
suddivide I'area di studio in diverse sottoregioni e, per ogni softoregione, stima la covarianza
C" per diversi vettori distanza . Un confronto tra le stime ottenute nelle diverse sottoregion;
fornisce importanti informazioni relative alla struttura della variabilita spaziale del fenomeno
in esame e puo essere a sostegno dell’ipotesi di stazionarieta del secondo ordine.

Supponiamo che la griglia abbia dimensioni p x ¢ e fissiamo come distanza il vettore
h = (j,k), con j e k interi relativi. Allora la covarianza ('(7,1) tra tutte le celle s e ¢ tali che
s—1=h=/(j.k) e stimata dalla statistica

L l ;'Ul J'\f_) . . . .

o 1) = — Z Z [y(s1. 52) = Media(y( s, s2))][y( 514 J, 52+ k) — Media(y(s; + 7, 55+ k))]
IU(JI Sl =ity S.=0o

dove m; = max(l,1 — j)omy = max(1,1 — k), My = min(p.p— j) e My = min(q, g — k).

Una civersa statistica per la medesima stima che tiene conto degli effetti “bordo™ & invece la

seguente:
Pq

(p—2)(qg—k)
St osservi che nelle espressioni precedenti compare il valore Media(y(s;,s3)) ovvero il
valor medio del processo che ha generato le osservazioni calcolato in corrispondenza della

C*(j k) = C'(j. k).

cella di coordinate (s1,s;). Questa quantita & di solito sconosciuta e andra stimata con gli
strumenti introdott: nella sezione precedente ossia per mezzo del median polishing oppure
interpolando una superficie polinomiale.

Se il processo che ha generato le osservazioni e isotropo. le precedenti statistiche devono
dipendere solo dalla lunghezza - del vettore i e non dalla sua divezione. Sara in questo
caso possibile rappresentare gralicamente le statistiche (' e (" come funzioni di » ossia per
mezzo di un correlogramma. Per esplorare I'ipotesi di isotropia confronteremo i correlogram-
mi ottenuti fissando alcune dirvezioni per h e facendo variare il suo modulo; per esempio
confronteremo il correlogramma ottenuto fissando per n la direzione Nord-Sud con quello
ottenuto fissando la direzione Est-Ovest. Quando il processo e isotropo questi grafici risul-
tano approssimativamente uguall. In caso contrario otteniamo delle importanti informazioni
relative alla variabilita spaziale del fenomeno in esame.
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Un analogo approccio allo studio della variabilita spaziale & quello che fa uso del semi-
variogramma. Siano j e A due interi relativi e consideriamo la quantita

; 1
1 k) = SVar[y(st + j.s2 + k) — y(s1, 53)]

._:

Quando. per ogni i = (j, k). 7(j, k) dipende solo da /h e non da s = (s, 5;) essa prende
il nome di semi-variogramma. 11 semi-variogramma si dice isotropo nel caso in cul v(J, k)
dipenda solo dalla lunghezza del vettore h.

Se il processo aleatorio che genera le osservazioni e debolmente stazionario del secondo

ordine, si puo dumostrare che
103, ) = C(0,0) = C'(J. k).

[l semi-variogramma puo essere stimato per mezzo della statistica

1 p—Jj q—k

A4, k) = - 51, %2) — y(s1 + 7,85 + &)
Ur#) 2(p — J)q — k) 12_12_ ] s+ )

quando s1 assuma che 1 dati siano stati genera‘ti da un processo a valori medi stazionari.
Pertanto, prima di calcolare la statistica 4 e opportuno rimuovere ogni tipo di trend per
mezzo del median |)011th1152; o di mt.c-‘l'polazmne di superfici polinomiali,

(rafici della statistica 5 per diverse direzioni del vettore i = (J, k) e per diversi valori del
suo modulo forniscono importanti informazioni relative alla struttura della variabilia spaziale
del fenomeno oggetto di analisi: il loro confronto permette. per esempio, una immediata
verifica empirica dell'ipotesi di isotropia. Inoltre la forma del grafico di 4 spesso & di aiuto
nella scelta di un modello per il processo aleatorio che si assume abbia generato i dati
osservati.

be 1 dati USHH\&U y sono riferiti ad una griglia p » ¢ e possibile rappresentare i valori
delle statistiche C'. (" o 3. al variare di i = (j. k). per mezzo di una matrice di dimensioni
2p % 2¢. Questa matrice si presta ad interessanti visualizzazioni grafiche.

Per esel plo; pos‘s‘iamo rappresentare per mezzo di un countour plot la superficie che

vale (_( J) i corrispondenza della cella (7,)). con i € {—p.—p 4+ 1,....—1.1,....p} e
J e {—qg—qg+ 1. e T ¢}. Si osservi che le linee di contorno (l] qncstd superficie
saralno uec@ssaualn@lltc L.unmeiuch(*powhe( (i,5)=C (—i.—J). Se e soddisfatta I'ipotesi di
isotropia c1 aspettiamo che le linee di contorno siano approssimativamente delle circonferenze
con centro nell’origine. Anche quando cio non si verifichi si avra comunque una semplice
rappresentazione grafica della struttura della correlazione spaziale: questa rappresentazione
puo essere molto utile per confrontare la struttura della variabilita di dati univariati diversi
con ugual riferimento spaziale (per esempio, Biomassa e Temperatura).

1.4 Analisi dell’autocorrelazione spaziale
Lo studio dell’autocorrelazione di dati con riferimento spaziale parte dalla constatazione che

spesso 1l valore di un dato fornisce informazioni relative ai valori dei dati contigui. Per-
tanto in presenza di autocorrelazione l'informazione fornita da una osservazione relativa al
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fenomeno in esame si sovrappone a quella fornita dalle osservazioni contigue e il ricercatore
dovra tenere conto di questo fatto nelle sue valutazioni. Diremo di essere in una situazione
di assenza di autocorrelazione quando la variazione tra valori contigui non e mediamente
diversa dalla variazione tra tutte le possibili coppie di valori osservati. Siamo invece in pre-
senza cli autocorrelazione positiva quando valori contigui sono mediamente simili. Viceversa
'autocorrelazione € negativa quando valori contigui sono mediamente diversi tra loro.

Lo studio della autocorrelazione spaziale verra condotto in questa sezione per mezzo del
calcolo di alcune statistiche tra le quali spiccano 'indice di Geary e quello di Moran.

Nel seguito indichiamo con con y = {y1,...,y.}.n = p % q. il vettore dei dati osservati
su di una griglia di dimensioni p x ¢ e assumiamo che la struttura di contiguita spaziale tra
le celle della griglia sia descritta dalla matrice IV

1.4.1 L’indice di Geary
Supponiamo che la matrice 117 sia tale che

I se la cella v-esima e contigua alla cellaj-esima

“iT Y 0 altrimenti. Lhiad
Siano "
o = izt Wi (Y — )"
| =
Z?g! 'u\.j
e :
o = Sy = i)
v nn—1)
L indice di Geary e definito come
fﬂ
G = i—l (1.4)
0

Per dirla con Lebart (1969), I'indice ¢ misura il rapporto tra due stime della varianza la
prima delle quali tiene conto della struttura di contiguiti territoriale. mentre la seconda
agsume 'indipendenza delle osservazioni.

L'indice ¢ assume valori non negativi; in particolare ¢ assume valore uguale ad 1 in assenza
di autocorrelazione spaziale, valori maggiori di 1 crescenti all'anmentare della autocorrela-
zione negativa e minori ci I decrescenti all’aumentare della autocorrelazione positiva.

1.4.2 L’indice di Moran

Agsumiamo ancora che la matrice 117 sia descritta dalla (1.3) e definiamo 'indice di Moran

per mezzo della
ZI#J wip (i =)y —1)

D ieey 0
= Z-(ii—ﬂ) (L.5)

1

dove y = n™' 3%, v e la media campionaria delle osservazion.
[n assenza di autocorrelazione [ assume valore —(n — 1)7'; si ha invece autocorrelazione

yositiva per valori di [ mageior: di —(n — 1)7! e neeativa per valori minori.
] [l \ o



Conlrontando I'indice di Geary con quello di Moran, si osserva che ¢ & pilt sensibile agli
scostamenti assoluti tra coppie di valori mentre [ & pitt sensibile ad eventunali valori anomali
estremi.

1.4.3 Indici di autocorrelazione con ordine di contiguita superiore
al primo

[ valori assunti dagli indici ¢ ed [ dipendono strettamente dal tipo di matrice di contiguiti
considerata nelle loro espressioni. E’ immediato pensare ad una generalizzazione di ¢ e di
[ che tenga conto di ordini di contiguita superiore al primo modificando opportunamente
'espressione di 117 Per esempio, per r > 0, possiamo definire

e I se la cella i-esima dista r dalla cellaj-esima (1.6)

Wi r) =y ; ; ;

! 0 altrimenti.
Sostituendo nella (1.4) e nella (1.5) le quantita w;; con le w;;(+) si ottengono rispettivamente
gli indici ¢(r) e [(r) che misurano 'antocorrelazione spaziale con ordine di contiguita r. Al
variare di », possiamo rappresentare c(r) e I(r) per mezzo di un correlogramma.
Osserviamo infine che gli indici ¢ ed [ sono casi particolari di statistiche prodotto, studiate

da Huber.et.al. {1951), del tipo
D= Gyl
iJ

dove (+;; misura la prossimita spaziale tra la cella i-esima e quella j-esima mentre C; valuta
la differenza tra y; e y,.

1.4.4 Prova dell’ipotesi

Consideriamo ora il problema relativo alla prova della ipotesi

1 : assenza di autocorrelazione spaziale
contro l'ipotesi hilaterale

H, : autocorrelazione positiva o negativa,

Cliff ¢ Ord (1981) e Sen (1976) dimostrano che, quando 'ipotesi Hy & vera e per valori
sufficientemente grandi i n. la distribuzione di ¢ e di { & Normale con mecdia e varianza dati
da

Media(/) = ——l—_
n—1
n=Sy —nSy + 357 1
(n2 =152 (n—1)

Var(l} =

Media(C") = 1

Var(C) = 2(n + 1)57



dove

,5'[) — Z wy;

N 1 .
5y o= = Z(‘m;_, + w, »)2

]

e = Z(-u\:,—{—u‘._,')2

[Sv]
l

¢ wi. = ¥ wy; mentre w,; = 7o, Wy

CUff e Ord considerano anche situazioni ove n ¢ piccolo ¢ non sembra ragionevole as-
sumere l'ipotesi di Normalita per ¢ ed I quando Hy @ vera. In questi casi una possibile
alternativa & quella di approssimare la distribuzione di queste statistiche, cosi come quella
di pitt complicate statistiche prodotto. per mezzo di metodi di simulazione Monte Carlo o i

metodi di ricampionamento quale il bootstrap.
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Capitolo 2

Costruzione di mappe confrontabili
per la Temperatura e per la Biomassa

L analisi statistica congiunta delle osservazioni campionarie di due variabili aleatorie spazial-
mente distribuite su una stessa avea, quali la Biomassa e la Temperatura nel Mare Adriatico,
presuppone spesso che il sistema di riferimento spaziale rispetto al quale 1 dati sono stati
osservati sia lo stesso per entrambe le variabili. (fio e, per esempio, vero per le analisi della
correlazione e dell’associazione spaziale tra Biomassa e Temperatura che descriveremo nel
prossimo capitolo.

Quando i due insiemi di dati non hanno il medesimo riferimento spaziale si pone il
problema relativo al modo di aggregare i dati di almeno un insieme, per eseniplo quelli
relativi alla Temperatura. al fine di creare mappe. una per ogni insieme di dati, che avendo
lo stesso riferimento spaziale stano tra loro confrontabili.

Non esiste un modo univoco di procedere e la corretta soluzione a questo problema di
ageregazione dipende verosimilmente dalle caratteristiche dei dati in esame. Caratteristiche
note solo dopo aver compiuto le analisi esplorative descritte nel precedente capitolo.

2.1 Una metodo di aggregazione per 1 dati della Tem-
peratura

Nel caso particolare dei dati relativi alla Biomassa e alla Temperatura nel Mare Adriatico,
la griglia di viferimento spaziale per i dati della Temperatura e piu fine di quella per 1 dati
della Biomassa. Chiamiamo (Vg la griglia di riferimento per i dati della Biomassa e Gr
quella per i dati della Temperatura. Poiche ad ogni cella di (/g corvispondono i = 2 celle di
(ir. una prima soluzione al problema dell’aggregazione dei dati per la costruzione di mappe
confrontabili sembra essere quella per cui ad ogni cella di (/g si fa corrispondere un valore
della Temperatura che sia una media ponderata dei valori registrati nelle & celle di G in
essa incluse. La scelta dei pesi di ponderazione dipendera, in generale, dalla autocorrelazione
dei dati medesimi.

Una proposta pitt articolata ¢ quella che ora descriviamo.

[dentifichiamo la locazione geografica di ogni dato di Temperatura con il centro della
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Figura 2.1: Nel grafico di sinistra sono riportati i punti nello spazio che identificano le
temperature rilevate nelle celle di una griglia Gi7: 'asse delle ascisse s; ¢ stato indicato
con Lat, quello delle ordinate s con Long. Nel grafico di destra ¢ mostrata una superficie
interpolante.

cella di G'p alla quale corrisponde: ovvero, trasformiamo i dati della Temperatura in punti
nello spazio di coordinate (s(7).5,(7),7(7)), per ¢ = L..... Ny, dove T'(i) & la temperatura
della cella 7-esima di Gy, (s1(7). 52(7)) sono le coordinate del centro della medesima cella e
Ny e il numero totale di celle della griglia Gr.

A questo punto interpoliamo una superficie di equazione

T = f(s1o:)

per i punti nello spazio cosi ottenuti. La funzione f potra essere un polinomio di grado
opportuno., e in tal caso i metodi di interpolazione sono stati descritti nella Sezione 1.2.2,
oppure il nucleo di una densita bidimensionale o, piu in generale, un modello che tenga
conto della struttura di autocorrelazione osservata per i dati della Temperatura o di altre
caratteristiche che si vuole conservate dalla superficie di equazione f. La Figura 2.1 illustra
il risultato di una siffatta interpolazione su dati simulati.

Infine. per ogui cella ¢; della griglia GG relativa ai dati della Biomassa, con j = 1,..., Ng
e Np uguale al numero di celle della griglia Gz, si considera un valore della Temperatura
parl a

A r
T(]) = M/ j(u‘"}w‘wg)((‘-_‘;’[(f-_‘ig

dove abbiamo indicato con |¢;| I'area della cella c;.



Diverse scelte della funzione f forniranno stime alternative per la temperatura 7'(5)
ognuna delle quali e una opportuna media alle Chisini dei dati della Temperatura rilevati
nelle celle della griglia (/7 contenute in ¢;. Per esempio; se scegliamo come f la funzione che,
in ogni cella ¢;, determina il piano che minimizza I'errore quadratico medio e che interpola
P punti (s1(4), s2(2), T'(2)) al variarve di (s1(2), s2(7)) in ¢;, allora

q 1
Py = | | | -
o #A{T (1) : (51(1),82(7)) € ¢;} (M}Z (¢)

Hesz(i))Eey

risultera essere uguale alla media aritmetica dei valori 7(7).
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Capitolo 3

Analisi delle relazioni spaziali tra
Temperatura e Biomassa

[n questo capitolo ¢i proponiamo di analizzare alcuni strumenti atti all’analisi statistica
congiunta di cue caratteri, quali la Biomassa e la Temperatura. rilevati per unita statistiche

che abbiano un comune riferimento spaziale. In particolare nelle prossime sezioni definiremo

alcuni indici, funzioni delle osservazioni campionarie. che permettono di misurare il grado di
correlazione oppure quello di associazione tra la Biomassa e la Temperatura tenendo conto

della distribuzione spaziale dei dati osservati.

Supponiamo, per il momento, che /{B,7T') sia uno degli indici di correlazione o di associa-
zione tra Biomassa e Temperatura definiti nelle sezioni che seguono. L'informazione fornita
da [ puo essere utilizzata per indagarve problemi tra loro diversi. Per esempio:

(a)

Data una certa regione del mare Adriatico. il Golfo di Trieste. potremmo voler verificare

"ipotesi
Hy @ assenza del fenomeno misurato da / (correlazione o associazione)

contro 'ipotesi alterniva di presenza del fenomeno misurato da /. Per risolvere questo
problema dobbiamo conoscere la distribuzione di /(5. 1"), per lo meno quando I'ipotesi
Hy e vera e quando si abbia a disposizione un numero elevato di osservazioni. Per questo
motivo proporremo nel seguito statistiche di cui e nota in letteratura la distribuzione
asintotica. Quando la distribuzione di [ non sia derivabile analiticamente, e spesso
possibile approssimarla tramite metodi di ricampionamento o di simulazione.

Possiamo confrontare diverse regioni o zone del Mare Adriatico in base al diverso grado
di correlazione o di associazione gpaziale tra la Biomassa e la Temperatura misurato
da [ in un istante di tempo fissato (in un anno dato). Il confronto puo avvenire
lungo direzioni di interesse (quella Nord-Sud. per esempio) e in questo caso 1 risultati
dell'analisi possono essere sinteticamente rappresentati per mezzo di un grafico dove
vengano riportati 1 valorl di I al variare di un indicatore geografico (la latitudine).
Oppure si possono mettere a confronto rispetto al valore i [ aree del Mare Adriatico
dove si ritiene che le piene del Po o 1 venti di Bora abbiano un maggiore influenza sulla
Biomassa o sulla Temperatura con aree dove si ritiene che la loro influenza sia nulla.



I(BIE)  Ple-k))

Figura 3.1: Grafico di [(B(1). T(t — k)) al variave di k. Il lag temporale di 3 unita di tempo
e quello che rende massima la correlazione, o la associazione, tra Biomassa e Temperatura.

(¢) Unaipotesi di lavoro nell’analisi della Biomassa e della Temperatura nel Mare Adriati-
co e quella secondo la quale la distribuzione spaziale della Biomassa in un dato istante
temporale dipende dalla distribuzione spaziale della Temperatura in periodi preceden-
ti. Un approccio esplorativo alla verifica di questa ipotesi potrehbbe essere il seguente;
si calcola un indice di correlazione, o di associazione. [(B(7). T'({ — k)) tra i valori della
Biomassa in un dato istante ¢ (oggi) e 1 valori della Temperatura osservata nell’istante
I — k. con bk = 0.1.2.... (ovvero, oggl. ieri, l'altroieri. etc.). Se rappresentiamo su
un grafico 1 valori di [(B(¢),T(t — k)) al variare di & = 0,1,2.... possiamo sperare
di individuare un valore A*(¢) in corrispondenza del quale I'indice [ & massimo (Fi-
gura 3.1). Se ¢10 accade possiamo concludere che, in prima approssimazione, i valori
della Biomassa all’istante # sono massimamente correlati, o associati, con quelli della
Temperatura osservata A”(¢) istanti prima.

Ovviamente la stesso tipo i analisi puo essere fatta considerando non i valori (¢ — k)
della Temperatura A& istanti prima, ma il valor medio della Temperatura nei & istanti
precedenti. Oppure il valor medio di T negli + istanti che precedevano U'istante { — &,
con r intero e finito.

[l confronto tra le curve cosi ottenute per diversi valori di ¢ (ovvero nei diversi anni, se
la. Biomassa viene misurata una sola volta nell’anno), e pitt in particolare delle quantita
E™(t), fornisce utili indicazioni su come e quanto la correlazione, o 'associazione , tra
Temperatura e Blomassa sia cambiata nel tempo per mezzo di un’analisi che tiene
anche conto della distribuzione nello spazio delle due variabili in questione.
Altrettanto utile potrebbe essere il confronto dei valori di A*(#) relativi a diverse zone
del Mare Adriatico in un istante ¢ fissato (in un dato anno): per esempio lungo parti-
colari direzioni di riferimento. o tra aree soggette o meno ai venti di Bora, alle piene

del Po etc.



3.1 Misura della correlazione spaziale tra Biomassa e
Temperatura

Gli strumenti classici per lo studio della correlazione tra due caratteri sono I'indice di Pearson
e quello di Spearman. Dopo averli definiti nella prossima sezione, descriveremo una proce-
dura, dovuta a Clifford e Richardson (1985), che rende possibile I'uso i queste statistiche
per la verifica dell'ipotesi di assenza di correlazione spaziale.

3.1.1 Indici di Pearson e di Spearman

Consideriamo una popolazione di n unita statistiche per ognuna delle quali sono osservate
due quantita B e T'. Per esempio, le unita statistiche potrebbero essere le n celle di una griglia
p x g secondo la quale si ¢ suddiviso il mare Adriatico ¢ B e T' potrebbero rappresentare,
rispettivamente, i valori della Biomassa e della Temperatura registrati in corrispondenza di
ogni cella.

Quando si suppone che i dati provenienti da celle diverse sono indipendenti, la misura
della correlazione tra B e T' e solitamente condotta per mezzo del calcolo dell’indice di

. (b = D)t = 1)

Pearson

frin— — —=
[ (b — 02 o, (i — 1))
dove i B .
b==>"b, T==>_1
= i o

oppure per mezzo dell’ indice di Spearman basato sui ranghi

6

n(n?—1) Z o

pg =1 —

dove d; ¢ la differenza tra il rango della osservazione b; e il rango dell osservazione ¢;. Il rango
i una osservazione e 1l posto che questa occupa nella successione delle osservazioni ordinate
dalla piu piccola alla piu grande.

[noltre, se le osservazioni che provengono da celle diverse sono indipendenti e selezionate
da una popolazione con distribuzione approssimativamente Normale. I'ipotesi

Hy @ assenza di correlazione tra Be T

puo essere verificata per mezzo della funzione test
|
(1 —1?)

che, quando Hy e vera, ha distribuzione ¢ di Student con n — 2 gradi di liberta. Sono anche

di uso corrente test analoghi che si basano su 7y anziche 7.

Sia 7 che s misurano la correlazione punto a punto tra B e T senza tener conto, nella loro
espressione, delle relazioni di tipo spaziale tra i dati osservati. Ma queste relazioni rendono
manifestamente discutibile I'ipotesi di indipendenza tra le osservazioni relative a celle diverse
e. in generale. comportano una sottostima della varianza delle statistiche in questione.
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3.1.2 Modifica di Clifford e Richardson

Lo scopo di questa sezione e quello di descrivere una procedura proposta da Clifford e
Richardson (1985) che permette di verificare I'ipotesi

Hy @ assenza di correlagione tra B e T

con l'uso di » tenendo conto della distribuzione spaziale dei dati.

Supponiamo che per ogni cella di una griglia p x ¢ siano stati osservati i valori di due
variabili £ e T. Innanzitutto i dati velativi a B e a 7" vengono detrendizzati per mezzo dei
metodi descritti nella Sezione 1.2, in modo da ottenere insiemi di residui indipendenti per
B e 7' rispettivamente. La statistica # viene calcolata in relazione a questi residui. Infine
I'ipotesi Hy di assenza di correlazione tra B e T' viene rifiutata quando la quantita

. i -
(1 —r2)

-

(=7

15]—

supera il valore critico ottenuto per mezzo di una distribuzione ¢ di Student con N’ — 2 gradi
di liberta. Il valore di N e posto approssimativamente uguale a

dove Ny e il numero di celle separate da una distanza k, le quantita (' sono le stime delle
covarianze spaziali di distanza A definite nella Sezione 1.3.1 , mentre

3.2 Misure dell’associazione

Le misure cli associazione tra due variabili B e T' con egual riferimento spaziale hanno come
obiettivo quello di quantificare il grado secondo il quale valori “simili” di B e di T sono

spazialmente vicini.

3.2.1 L’indice di Tigstheim

(Consideriamo una griglia p x ¢ = » e ordiniamone le celle prima secondo i1 valori crescenti
di B e poi secondo quelli crescenti di 7. Ovvero indichiamo con

[(1) = (s2(i). 55 (i)

le coordinate cartesiane della cella alla quale corrisponde 1'i-esimo valore osservato di 5 in
ordine crescente. Analogamente mdichiamo con

Ir(i) = (s] (4), 55 (1))



le coordinate cartesiane della cella alla quale corrisponde 'i-esimo valore osservato di 7' in
ordine crescente.

Tiostheim (1978) ha proposto di quantificare 'associazione spaziale tra B e T per mezzo
di un indice del tipo

n

A=Y "d(lg(1), p(d)),
i=1
eventualmente normalizzato, dove d(-. ) & una opportuna distanza tra le celle. In altre parole:
s1 misura quanto siano spazialmente distanti celle che hanno ugual posto nella successione
ordinata secondo valori crescenti rispettivamente di B e di 7.
Tivstheim propone di usare come distanza tra le celle di indice i la

d(1g(0). (1)) = sP(i)sT (i) + 52 (1)sL(7)

r(s?os1) + (55 53)

dove r(sP,5T) e r(s8,s]) sono rispettivamente i coefficienti di correlazione di Pearson (de-
finiti nella sezione precedente) tra i valori delle ascisse e tra quelli delle ordinate delle celle
(i) e lp(1). Si dimostra che. se B e T sono indipendenti e le n osservazioni sia di B che di

1" sono spazialmente indipendenti tra loro, allora la statistica 4 ha media nulla e varianza

, 2n?
Viar[4d] = . l(l + r(s1.52))

dove r(sy. s;3) e il coefficiente di correlazione lineare tra le ascisse e le ordinate delle n locazioni
che compongono la grigla di dimensioni p x g = n.
Per provare I'1potesi

Hy - assenza di associazione spaziale

possiamo far uso della statistica .1 assumendo che, per n grande e quando Hy & vera, essa
abbia distribuzione Normale.

Per piccoli valori di » possiamo invece approssimare la distribuzione di A quando Hy &
vera tramite ricampionamento seguendo la procedura che ora deseriviamo. Si assegnano in
modo casuale le n osservazioni relative ad una variabile (per esempio B) nelle n celle che
compongono la griglia, mentre si tengono fisse le osservazioni relative all’altra variabile e
poi si calcola la statistica .1. L'operazione viene ripetuta un numero grande di volte e la
funzione di ripartizione empirica dei valori di A cosi ottenuti viene considerata come una
approssimazione della distribuzione di 4 quando fy e vera.

3.2.2 Indici generalizzati di Huber

Huber et al. (1983) hanno latto notare che il modo i misurare Nassociazione tra due variabili
proposto da Tiostheim non tiene conto della loro osservata distribuzione spaziale. Per ovviare
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a questo problema essi propongono di misurare 'associazione spaziale tra due variabili B e
T per mezzo di una statistica prodotto (si veda anche la Sezione 1.4.3) del tipo

"= ¥, edis
]

dove d;; e una misura della distanza spaziale tra la cella i e la cella j mentre ¢;; quantifica
quanto sono diversii valori di /3 osservati nella cella 7 dai valori di T osservati nella cella j;
per esemplo,

1 m 2 el
cij = 5(1Bi = T;| + |B; — T3|).

botto opportune ipotesi e per griglie con un gran numero di celle, le statistiche I' hanno
distribuzione Normale quando sia vera l'ipotesi Hy che prevede 'assenza i associazione
spaziale. Ad una approssimazione della distribuzione della statistica [ si pud spesso pervenire
anche con 'uso di metodi di ricampionamento, quali il bootstrap. o per mezzo di metodi Monte

Clarlo.
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