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1. PREMESSA.

In questa nota intendiamo presentare alcuni risultati preliminari che sca-
turiscono dallo studio di una equazione funzionale della quale ci paiono inte-
ressanti le applicazioni al Calcolo delle ‘Probabilita.

Pur non ritenendo ancora definitiva la versione qui riportata ci sembra il
caso di presentarla ugualmente sia perch® ci pare una base gik sufficiente-
mente ampia di un discorso che speriamo di sviluppare in futuro sia per met-
tere un punto fermo ad una ricerca gid in corso da tempo.

Quanto alle possibilita di applicazione crediamo che le pill interessanti
riguardino:

(i) la caratterizzazione di distribuzioni di probabilita,

(ii) le trasformate di funzioni di ripartizione che speriamo possano ricevere
una trattazione unitaria,

(iii) qualche questione relativa a teoremi limite,

(iv) questioni di divisibilita e di stabilita.

In questa versione che, ripetiamo , riteniamo ancora provvisoria presente-
remo nel n.2 gli aspetti generali del problema e nel n. 3 la loro particolariz-
zazione a valori medi di funzioni di variabili casuali. Infine , nel n.4, daremo
brevemente conto di alcuni semplici usi, a fini di caratterizzazione, dei risulta-
ti del n.3.

Le varie parti del lavoro , pur discusso in comune, sono opera di uno soltanto

di noi: precisamente E. Castagnoli ha curato il n.2, P. Muliere i nn. 3 e 4.




2. ASPETTI GENERALI DEL PROBLEMA.

Sia 03' un funzionale definito nello spazio delle funzioni di ripartizio-
ne ( f. r.) . Indicate con F e G due generiche f.r. , restringere;no la nostra

attenzione ai funzionali che godono della propriet :

F(pF+pc)=H( F@®, ¥ ,p)
con p e lo1] .
Evidentemente la (1) richiede che il valore del funzionale di una mistu-
ra dipenda soltanto dai valori assunti in corrispondenza delle singole f.r.,
oltreché dal peso p. Nel seguito per brevi:l& sottoindenderemo la dipendenza
di H da p.

Consideriamo ora due generiche variabili casuali (v.c.) X ed Y con

f.r. Fy e Fy, ed a valori in un intervallo A £ R . Indicata con - $(X,Y)

una funzione delle due v.c., vogliamo verificare quando & soddisfatta la se-
guente equazione:
1( B

azgy} = 7 (Fr ), Fr D)

0}1’ 5 > C‘E; sono tre funzionali del tipo indicato dalla (1) con la

stessa funzione H. Con maggiore generalith si sarebbe potuto supporre la

validitd della (1) con funzioni H diverse per ogni funzionale:"

Fo(Frpc)-H (FE®, F@ ) =123

Di questo caso daremo brevemente conto piu avanti.

(1)

(2)




Chiamiamo 1 la v.c. che assume valori 0 e 1 con probabilita (1-p) e p;

0 < p £ 1. Siano inoltre Yl, Y, ed X v.c. indipendenti in probabilith tra
loro e da I.
Se definiamo

Y = !Y1+(1-I)Y2

si ha:

F - Pl .
F P +(1p)Y

= F =
= Y
Y (lY1+ (1 [)Yz) 1 2
Possiamo pertanto scrivere:

Py - Fory o apEy ) H Fey 0 Foy oo o

/ 2 2
F i i F d
Ne consegue che #(X,Y) & mistura di F ¢(X,Y1) : e ¢(X,Y2) a
cui per la (1) si ha:
yl(F‘P(X,Y) ) = H( ‘}I(F ¢(X,Y1) Y ‘}Z( F¢(X,Y2) ) )
Per la (2) possiamo scrivere inoltre: i

C}'I(F 2T("3'2(Fx),c}3(FY))

)
WX,Y,) .
cji (F ¢(X,Y2)) = T c}z( Fy ) %ca( FYZ) )

e quindi

°3‘1(F

wocy) =B CTCHED %g(pyl) , T EE, ‘3;(FY2)1 (4)

D'altra parte la (2) consente di affermare che :

L (Foaxm) = TCFHEY , Fie,) )

e per la (3) si ha

FF) = ( ‘3'3(FY1 ),

e dunque in definitiva:

c\3;1(.1?“,(.,,‘,) )= TU FE) L H( qs(éyl ¥ ‘%(.FYZ N (s)
‘Uéuagliando i sécondi membri della (4) e della (5) si ha:
YT ‘\&3(1?\,1) T (e, FEy )y -
- T (FEy, H ‘:%(FYI), ‘:T;(FYZ) } 6

Se poniamo per brevita %‘(F ) =a, C}(F ) =b q(F ) =¢c
2" X 3 Y1 ! 3 Y2
la (6) diventa:

n

H( T(ab) , T(ac) ) = T ( a, H(be) ) | n

X X X

Ripetendo il ragionamento nell'ipotesi che F_ sia mistura di F e F
. 1 2

si giunge a:

H (T °~T§(FX_1) ), T %(sz) CEE) ) -

T qrz(Fxl) o, ey @

—4-




. . ) s i : :
il Oa’z(Fxl) =8 c}z(sz) - B gl [eig) ave 1) T(uz) = h™( h(w) + h(z) + k )

-1
_ H(x,y) =h (h(y) + pl hix) -h(y) 1 )
H(T(e , v ), T(8 , vy ))= T(H(e,8 ), v ) (9
1l problema che ci poniamo consiste nel risolvere la coppia di equazioni funzio- 11.2) T(u,z) = h_l( k - h(u) - h(z) )
nali (7) e (9) nelle funzioni incognite H e T. Ciascuna delle due & una ;
equazione della distributivith. Basta risolverne una imponendo che T sia funzio- H(x,y) = h (hiy) + plh(x) - h(y)]1) con p(-x) = - p(x)
ne simmetrica: in tal caso , e solo in tal caso , le due equazioni coincidono.
L'equazione della distributivita pud essere risolta sotto diversi sistemi di 1.3) T(uz) = h'l( k + ch(uh(z) )

ipotesi:

-1 .
_ ' . H(x,y) = h" ( h{y)+d"[ h(x) - h(y) 1)
I) Se T & inferiormente limitata e H & continua, crescente, associativa per

X,y € [e,w).con elemento neutro e (*), la soluzione del sistema (7)-(9) & dove h & un'arbitraria funzione strettamente monctona due volte differenzia-
bile con continuitd e k,c,d sono costanti arbitrarie. La funzione p & arbitraria,
i _ _ . .
T(u,2) = h™( k h(u)h(z} ) purché due volte differenziabile con continuitk, nel caso IL.1) mentre deve
-1 : di i -x) = -
Eilay) = B¢ Bs} + by ) soddisfare la proprietd p (-x) p (x) nel caso IL2).
con k costante arbitraria e h arbitraria funzione continua e strettamente Le soluzioni riportate sono quel!e fornite da Aczél ( 1966), Precisamente
crescente tale che h(e) = 0 e h(w) = 1. il caso 1) & il contenuto del Teorema 6 di pag. 319, il caso II) & il conte-

nuto del Teorema 2 di pag. 341: si tenga presente in ogni caso la richiesta
II) Se T e H sono due volte differenziabili con continuith e H(t,t) = z ha aggiuntiva di simmetria per T.
un'unica soluzione in t (per ogni z ) , la soluzione del sistema ammette una
delle seguenti tre rappresentazioni: Osservazione 1. Come appate chiaro dalla diversa natura delle ipotesi,
la soluzione per il caso I) ha carattere globale, per il caso Il) carattere

locale.

(*) L'associativita di H significa che: )
H(x, H(y,z) } = H( H(x,y) ,z ) V xyz e [ew)
Il fatto che e sia elemento neutro significa che:

H(e,x) = H(x,e) = x v xe [ ew)




Osservazione 2 . - Nella pili generale ipotesi (1'):

For+ap o - EE , Fo ) P12

si sarebbe ottenuto il seguente sistema di equazioni funzionali:

I3

H ( T(ab), T(ae) ) =T ( &, Hz(b,c) )

H ( Te,y),T® ,v))=T (_Ha(&, B),x)
in luogo del sistema (7)-(9). Esso si sarebbe potuto risolvere , nelle ipo-
tesi del Teorema 1 di pag. 335 di Aczél (1966) , particolarizzando la solu-
zione ivi fornita ottenendo:
-1
T(uz) = h™( k + ¢ glug(z) )

H Gop) = B Ch(x) + hy) )

Hy(xy) = Hy(xy) = 87 () + g(y) )

Osservazione 3. La dipendenza di H da p , sin qui volutamente trascurata ,
pud essere recuperata sfruttando le costanti arbitrarie, o le funzioni P nei

casi I1.1) e 1L.2), che compaiono sia in H sia in T.

3. VALORI MEDI DI FUNZIONI DI VARIABILI CASUALL

Consideriamo qui in particolare il caso dei funzionali lineari:

F o+ (100 = pF® + (1) T

Per essi H & del tipo :

H(x,y) = px + (1-p) y (10)

-

Rivediamo i quattro casi esaminati nel n.2 per individuare la forma che

di conseguenza deve assumere la funzione T.

- 1) E' opportuno pensare che la costante k che compare in T sia ottenuta

come: -~
k = k'p(1-p)
Con cid riesce:
T(uz)= b~ (k'p(1-p)h(uh(z) )

owvero , posto:

hp(u) = ph(u) ; *‘(1-p)(") = (1-p)h(z)
risulta:
-1,
T(uz) = h ( k h‘p(u) h(l—p)(Z) )
Ne consegue che
g

HOop) = Wb (0 + by ) ) =

-1
h™"( ph{x) + (1-p) h(y) )
e, perche H sia del tipo (10) , deve essere h(x) = mx + q.

Cid consente di affermare finalmente che :

T(u,z) = kmuz + kq(u +z) + (mq2 - q)/m




I.1) Perche¢ H sia della forma (10) , occorre porre h(x) = mx + q e

o (x) = px. Ne consegue che:

T(uz) = u+z+ (q+k)/m
Ed

I.2) Con la stessa posizione precedente si ha :
T(u,z) = -u - z + (g+k)/m

1.3) Bisogna porre h(x) = mx + q e d = p . affinché H assuma la forma (10).

Di conseguenza:

2
T(u,z)= mcuz + cq{u + 2 ) + (k + cq” )}/m

L'espressione pili generale di T & allora :
T(uz) =Auz+Blu+z)+C (11)
che si ha , seppur sotto le ipotesi diverse indicate nel n.2, sia nel caso I)
sia nel caso II.3).
Nel caso II.1) A= 0 e B=1, nel caso 1.2) A=0 e B= -1.
Nel seguito assumeremo dunque per T la forma (11) che copre tutte le

possibilita.

Esaminiamo ora in particolare il caso che i funzionali nella (2) siano valori
medi di funzioni di v.c. stocasticamente indipendenti ed a valori iin uno stes-
so intervallo @ £ R :

o -

" fi(x) dF(x) = E(fi(X) ) i=1,2,3.

L'equazione (2) assume l'aspetto:

EC £ 4 () =T ( E(6(X) ), E(E,(V) ) ) (12)

La (12) deve valere in particolare anche quando X ed Y sono due v.c. dege-

neri che assumono rispettivamente il solo valore x €2 e il solo valore

ye 2 . In tal caso la (12) assume 1'aspetto:

f1( ¢ (xy) ) =T ( fZ(X) ) f3(y) )

e, tenendo conto della forma di T data dalla (11):
£,04 (y) )= A £(x) fs(Y) + B( f(x) + f.(y) ) + C | (13)

Ricercheremo le funzioni fl,fz,f'3 e ¢ che soddisfanno 1'equazione (13).

Ci limiteremo nella ricerca alle funzioni fl,f f_ continue e strettamente

273
monotone e alle funzioni ¢ che godono delle proprieta:

i) per-ogni x,ye @ risulta ¢ (x,y)en

ii) esiste un numero reale e en tale che ¢(ex) = ¢ (x,e ) = x per
ogni x e 0 ( esistenza dell'elemento neutro);

. . -1

iif) per ogni x e o2 esiste un numero reale x e tale che

-1 ¢ p
¢(x ,x) = e ( esistenza dell'inverso).

Per la risoluzione dell'equazione (13) distinguiamo due casi, secondo che A=0

oppute A £ 0.

1° Caso. A=0.

La (13) diventa:
fl( $(x,y) ) = B( f,(x) + fa(y) )+ C con B £ 0. (14)

Se poniamo :

B ftz(x) + C = g(x)
B fs(y) + C = hy}

fI( b (xy) )+ C=1d(xy)

- 10 -




la (14) pud scriversi:

W ¢(xy) ) = glx) + hiy) (15)

Se poniamo x=e si ha, sfruttando l'ipotesi ii):
I(y) = gle) + hiy)
owero : ]

h(y) = ly) - a dove a = g(e)

. - . ;
Ponendo invece y = e si ottiene 1

1(x) = g(x) + h(e)

owero: s
g(x) = {x) - b dove b = h(e)
La (15) assume ora l'aspetto:
I ¢ (x,7) )=Kx) + I(y) -a -b
ovvero, detta ot) = 1(r) - a-b = fl(t) +c-a-b (%
tp(da (X,Y) ) = lp(x) + q:(Y) (16)

La (16) mostra che, qualunque sia ¢ continua e strettamente monotona

( come dev'essere per l'ipotesi fatta su fl) , Tiesce:

(*) L'equazione (16) , visto che impone che un valore assunto da o sia uguale
alla somma di due valori di ¢ stessa, ha senso se e solo se il ccdominio di

¢ & un intervallo chiuso rispetto all'addizione e cio&:

(co,+2) , (- ,0),(-2,0], (0,+=), [0,+)
Cid implica:

codl =cod ¢ +a+b

cod g =codgy +a

cod h =cod ¢ +b

ed ancora ‘y
codf1=c0dq;+a+b—C '

cod f2= (codg +a-C)B

cod f3= (cod g +b - C)/B m

s §f =

-1
blxy) = @ (9(x)+ o(y)) (17)
Dalla (17) siha che,qualunque sia ¢ ( e quindi a monte qualunque sia
fl ) purché continua e strettamente monotona, la funzione ¢ data dalla
(17) risolve l'equazione (16) (*)
Si vede facilmente ancora che non solo ¢ ma anche tutte e sole le funzioni

k o (1) ( k costante ) conducono alla stessa funzione ¢ . (**)

-

(*) La (17) inoltre ci.dice che oltre alle proprietd richieste come ipotesi
'operazione  ¢{x,y) gode necessariamente anche delle seguenti proprieti:
(si veda Aczé1(1966) pag. 253-254) :

iv) ¢( ¢(xy) 2) =¢ ( x, ¢ (yz)) ( commutativita)

v) 4 (x,y) & continua rispetto ad x ed ad y.

(**) Infatti se ¢ una funzione continua e strettamente monotona

?
0
di dominic 1 e codominio chiuso rispetto alla somma, col che:

¢lxy) = 9 -1( 9,00+ ely) )
La (16) diventa:
-1
9 (g ( o(x) +o(y) ) )= alx) + ely).
Allora ( si veda Aczél (1966) pag. 148 ) ogni altra soluzione dominabile
mediante una funzione misurabile secondo Lebesgue su un insieme di mi-

sura positiva & della forma:

9(x) = k o (x)

con k costante arbitraria.

12+




Ne consegue che le soluzioni della (15) sono le seguenti

I(t) =ke(t) +a+b

g(t)

h(t)

k p(t) + a

k o(t) + b

Gy = o N e+ o(y))

con k, a , b costanti arbitrarie e ¢ arbitraria funzione continua e stretta-
mente monotona.

Le soluzioni della (14) sono allora:

ke(t)+a+b-C

fl(t)

fz(t) (k/B) o (t) + (a-C)/B

fa(t) = (k/B) (1) + (b -C)/B

Wxy) = TN e (x) + o(y) )

2° Caso. A £O0.

L'equazione (13) pud scriversi :

(A f,(x) + B A L(y) +B) -B

fl( 4‘(7‘:)7) ) -C-=
A

ovvero.

AL 4(xy)) - AC = (ALG) + B) (Af(y) + B) - B’

o

(18)

Ponendo

"

Afz(x) + B = g(x)

Af(y) + B h(y)

AE( 4(xp) ) - AC + B = 1(¢(xy) )

la (18) diventa:
: 10 ¢(x,y) ) = g(x)h(y)
Poﬁendo x= e si ha:
I(y) = g(e)n(y)
owero:
. con a = g(e)

h(y) = (1/a)lly)

Ponendo invece y= e risulta:
1(x) = g(x)h(e)

ovvero:

g(x) = (1/b)1(x) con b = h(e)

‘L.B_._ (19) diventa allora

10 ¢(x,y) )= 1(x)l(y)/ab (ab £0)

Ponendo ancora : )
x(t) = ab 1(t)
la (20) si pud riscrivere:

x (¢ (xy) )= x(x) x(y)

Proviamo ora che x pud assumere soltanto valori positivi.

Piendendo x= e nella (21) riesce:

x(y) =x (e) x{y)

e percid y(e) = 1. In almeno un punto dunque yx & positiva.

14 -

(19)

(20

(21)




Mostriamo ora che non pud cambiare segno. Vista la continuitd , se X
cambiasse segno vi sarebbe un X tale che X (A ) = 0. Ma allora do-
vrebbe essere:

x(¢ (A, Ahy o xax(ah-o

-1

per la (21). E doviebbe anche essere , vistooche ¢( A, X 7) = e:

-1
xCe(Ar, 27))= x(e) =1,
Non pud esistere un tal A e percid X & sempre positiva,

Cid ci autorizza a prendere i logaritmi di entrami i membri della (21):

e( ¢ (xy) ) = o(x) + @ (y) (22)
con @(t) = log x(1).
La (22) coincide con la (16) gia discussa. Si deduce allora immediatamente
che le soluzioni della (20) sono:
t) = a b exp( k @(t))
g(t)

h(t)

n
-

exp( ko (1) )

n
o

exp( ke () )
$lxy) = SN 9(0) 0 (3 )

con a, b , k, costanti arbitrarie e ¢ arbitraria funzione continua e strettamente

monotona.

Per la (18) le soluzioni sono allora:

£,() = (1/A) U ab KM ac g2y
0 = WA L a ™ p )
f3(t) = (1/a4) {b g W Bl

Pxy) = o) +9 (y))

- 15 =

Facciamo infine osservare che l'equazione (12) da noi studiata & una

generalizzazione delle equazioni studiate dai seguenti Autori:
a) Muliere (1984)

E(f ( ¢(X,¥Y))} = T( E(f(X)), EMf(Y)) )
b) Savage(1971) | .

E( f( X +Y )) = T (EX)), E(f(Y}) )
¢) Castagnoli (1973/74)

B(E(¢ (X,¥) ) = E(HXDE(E(Y))

-d) Peccati (1975)

Mostriamo ora come dedurre i. risultati ottenuti dagli Autori citati partico-
larizzando la soluzione da noi data.

Per ottenere i risultati di Muliere si pud porre f1= f2= f3= f.

Se A= 0 allora deve . essere f=f,= f3 = B =1, poi

a+b =-C = a-C=b-C = as=b=0.Questo implica : f(t) = k o(t) -C.
Se A £ 0 deve essere (abfA) = (afA) = (b/A) =y a=b=1,¢e
(cA-BY)/A - - (B/A) => cC= (B’-B)/A  da cui

£(t) = (1/A) exp ( ko (t) ) - B/A .

I risultati di Savage si ottengono ponendo f1= f2= f3= fe ¢(X)Y)=X+Y
Questo implica ¢(t) = t . Pertanto si hanno i risultati datida Muliere dove
invece di o(t) si ha t.

Per ottenere i risultati di Castagnoli basta porre f1= f2= f3= f e T(uy) = uv.
Questo implica C= B = 0 e A = 1. Pertanto il 1° Caso non pud sussistere.
Nel secondo caso si ha: f(t) = exp ( k o(t) ).

I risultati di Peccati si ottengono ponendo f_= f2= f3= f =1 ( funzione

1
identita). Allora nel primo caso si ha: T(u,) = u + v + Ce  d(x,y) = x+y+C.
Nel secondo caso si ha: T(u,w) =C +Blu+v)+Auv e

¢ xy) =C +B( x+y )+ A xy . Come si vede in ogni caso T = ¢ e

C = ( B2_ B)/A.

_7 16 -




4. CENNI AD ALCUNI PROBLEMI DI CARATTERIZZAZIONE.

Sono molti gli argomenti di teoria della probabiliih il cui problema
originale si riduce a determinare la soluzione o le soluzioni di una equa-
zione funzionale. Uno dei temi in cui spesso la risdluzione di una eqﬁ&—
zione funzionale & determinante & quello della caratterizzazione di distri-
buzioni statistiche, I riferimenti principali sono i seguenti: Aczél(1966),
Galambos e Kotz (1978) , Kagan,Linnik e Rao (1973), Lukacs e Laha(1964),
Patil Kotz e Ord (1975), Galambos (1982), Kotz (1974), Rao (1974).

L' equazione da noi studiata 2 una generalizzazione di molte equazioni
funzionali presenti nei problemi di caratterizzazione.

A titolo di esempio desideriamo mettere in evidenza i legami

esistenti tra l'equazione (13) e la classica proprietd di perdita di memoria.
(si veda anche Castagnoli (1978), (1982) , Muliere (1984) ).

Come & ben noto si dice che una v.c. X, non negativa, possiede la pro-

prieta di perdita di memoria se

P(X 2s+t | X 2s) =P(Xxt) (23)

per ogni s,t > 0.

Ora, se P(X > s) > 0 per ogni s » 0, allora la (23) pud essere scritta
G(s+1t)=0G(s) G(v) _ (24)

dove G(x) =1 - F(x). (*)

La (24) & una caso particolare della (13) , basta porre $(x,¥) = x+y ,
f=fy=f=G,B=C=0,A=1

La (24) & suscettibile della seguente generalizzazione. La domanda che
possiamo porci & : per quali altre operazioni ¢ (x,y) oltre all'addizione

vale la (23), cio2 per quali v.c. accade che:

(*) Se assumiamo che la (24) sia equivalente alla (23) per ogni st 0

allora G(t) > 0 per ogni t » 0 e F(x) = 1-G(x) & una f.r..

P(X2 ¢ ()| Xxs )=P(X3 t) (25)
La (25) pud scriversi:

o G(¢ (s,0) ) = G(s)G(t) (26)
Anche la (26) & un caso particolare dell'equazione da noi studiata ed ha
soluzioni:

¥(s,t) = e e+ 0(1)

G(x) = exp(ko (x) )

essendo ¢ (x) una funzione continua e strettamente monotona che realizza
'operazione ¢ (x,y). 9(x) deve essere scelta in modo che faccia sl
che F(x) = 1 - G(x) sia una f.r. A tal fine basta " che - ¢ (0)= 0

e che ke(x) — == per x — += -

E' immediato verificare che variando l'operazione ¢ (x,y) varia la distri-

buzione statistica che viene caratterizzata. (*)

kx

(k <0,x30)

1) olx) =x 2 ¢(xy) =x+y = Flx})=1-e¢ >

ciog la distribuzione esponenziale.

k
2)  o(x) = log x =¥ ¢(xy) = xy =>F(x) = 1- 9% =1 - x* (k<0,x30)
che & la distribuzione di Pareto.

1/v kx'

3) ox) = xX'=elxy) = (x+y) "S> Fx) = 1-e

ciog la distribuzione di Weibull.

(ke 0,v>19x 320

Una generalizzazione della (25) pud essere la seguente. La domanda che ci

poniamo & : per quali v.c. accade che

P(X2 ¢(xy) | Xzx)

dipende solo da y, vale a dire:

(*). Facciamo osservare che conviene scegliere la funzione ¢ e chiedersi
quale operazione ¢(x,y) resta definita , piuttosto che partire da ¢ (x,y)

e chiedersi quale deve essere la funzione ¢ corrispondente.
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PX >4 (xy) | X2 x) = Gyy) (27)
La (27) pud essere scritta:

Gl( t(xy) ) = Gl(x) GZ(Y) (28)

Anche la (28) & una caso particolare dell'equazione da noi studiata.
Fissata 1'operazione ¢ (x,y) & immediato dedurre la forma di Gle Gz.

La f di G 5
a forma di leré

G1= a ek ¥{x)

ke (x)
GZ_ e

Evidentemente F(x) =1 - G1 deve essere una f.r.

Procedendo ora come nel caso precedente & facile verificare che si ottengono
le stesse distribuzioni eventualmente traslate.

La proprieta di perdita di memoria pud essere generalizzata anche in altri
modi, in tutti perd si ricade in una equazione funzionale che 2 un caso
particolare della (13).

Galambos e Kotz (1978) hanno unificato molte caratterizzazioni della di-
stribuzione esponenziale mostrando le relazioni  : esistenti tra una data
caratterizzazione e 1'equazione (24).

Altri casi in cui 1'equazione (24) & presente sono:

a) caratterizzazioni basate sull'indipendenza di alcune funzioni di statistiche

d'ordine ( Galambps e Kotz , 1978, pp. 46 -47)

b) caratterizzazione del processo di Poisson ( Galambos e Kotz , 1978,
pp- 72 =73 )
¢) teoremi limite ( Aczél , 1966, pag. 109 )

-
Per i casi in cui ( 1- G(x) ) & assunta funzione di ripartizione si veda

per la discussione e le referenze ( Galambos e Kotz , 1978, Sez. 2.1)
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Per i casi dove ( 1 - G(x) ) non & una f.r. si veda Patil e Seshadri (1964),
Aczél (1975), Berk (1977).

Il problema in cui s o t nella (24) vengono considerati v.c. & affrontato
da Galambos e Kotz (1978), Ramachandran (1977), Shimizu (1978).

L'equazione funzionale

Gl( X+t ) = Gz(x) GS(Y)

( che 2 ancora un caso particolare della nostra ) si trova nei problemi
di caratterizzazione affrontati da Patil e Seshadri (1964), Menon (1966),

Janardan (1975).

5, CONSIDERAZIONI FINALL

Il presente lavoro, come & stato messo in evidenza in premessa,
non esaurisce le problematiche attinenti all'argomento trattato.
Pensiamo infatti che, oltre alle linee di sviluppo in precedenza enunciate,
il risultato qui stabilito possa essere facilmente generalizzabile al caso
dei vettori aleatori ed ad altri tipi di funzionali.
Ci proponiamo percid di tornare in futuro su questi aspetti che potrebbero

riuscire interessanti non soltanto in connessione al tema qui trattato.
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