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SULLA CONVERGENZA LOCALE ALLA DENSITA® NORMALE PER SOMME
DI NUMER!I ALEATORI SCAMBIABILI AVENT!I DISTRIBUZIONE DI PROBA
BILITA® A FORMA RETICOLARE. (*)

PIETRO MULIERE (")

In questa nota viene presentata una condizione
affinché valga la convergenza locale verso la

gaussiana nel caso di numeri aleatori scambiahili
aventi distribuzione di probabilitd a forma reti-

colare [ lattice distributions).

1. Considerazioni preliminari.

In un nostro precedente lavoro [1] abbiamo presentato una condizione neces-
saria e sufficiente affinché valga la convergenza locale verso la gaussiana nel caso di
numeri aleatori (n.a.) scambiahili dotati di densitd. In questa nota, vogliamo occu-
parci della convergenza locale verso fa gaussiana della legge di probabilita di

1 mMe.
S T A

2
n=12 .. ,esendo m= EQX) <= ,0<T =Var(X) <=, i=12.

nella ipotesi che X; siano n.a. scambiabili aventi distribuzione a forma reticolare.

(*) Lavoro eseguito neil’ambito del GNAFA — C.N.R.

(**) fIstituto di Scienze Economiche e Statistiche — Universita degli Studi di Pavia.



Prima di passare all’enunciazione del risultato , ricordiamo alcune definizioni
e proposizioné riguardanti le distribuzioni reticolari { si veda : V.V.Petrov [ 2],
B.V. Gnedenko — A.N.Kolmogorov [ 3] ).

DEFINIZIONE t.
Un n.a. X possiede distribuzione reticolare se con probabilita 1

assume valori della forma a + k h (k= 0, + 1, + 2 ,.. ) dove a ed

h > 0 sono costanti.

La quantitA h @& detta intervallo { span ) della distribuzione, Se non vi sono

numeri a; e h,> h tali che tutti i valori assunti dalla distribuzione sono della forma

a,+kh1(k=0, +1,+2

o L ’

Condizione necessaria e sufficiente affinché h sia massimo & la seguente :

DEFINIZIONE 2, -
h & massimo se e solo se é tale per cui il massimo comun di-

visore delle differenze tra i valori di X diviso per h é uguale ad uno.

Una distribuzione reticolare pud essere caratterizzata altresi dalla seguente:

PROPOSIZIONE 1.
Una distribuzione con funzione caratteristica (.P(t)' é wuna di-

stribuzione reticolare se e solamente se esiste un tp # 0 taleche ILP(tal! = 1.

Se LP(ﬂ & la funzione caratteristica (f.c.) di una distribuzione reticolare con inter-

vallo h allora | LP(t) | & periodica con periodo 2T/ h . Ne discende che I'intervallo h

sard massimo se e solamente se lq—"(—z-hl) | = 1 ed|pit)]|< 1 nell'intervallo

G 4 ¢« -2H
h

PROPOSIZIONE 2. .
Se LP(U 8 la f.c. di una distribuzione reticofare con h massimo

allora per ogniE > 0 esiste un ¢ > 0 tale che l cP(r) [ < e €
E<|t| <2Tm - ¢

nell’intervalio

Ricordiamo ,ora, un risultato inerente il teorema di inversione delle f.c.

Sia
pp =PIX = a +kh)

} con probabilitd 1 allora Iintervallo h & massimo.

s Bes
allora
_ _h — itla + kh)
Pk 2 |{>.|<rr/'§h i) dt

per ogni intero k , dove lf?(t) ¢ la f.c. del na. X.

Nel caso di indipendenza stocastica dei n.a. Xi condizioni necessarie e sufficienti
per la convergenza locale si possono trovare esposte nel classico volume di B.V.Gnedenko-
A.N. Kolmogorov { (3] & 49 )

Per l'uso che ne f-aremo in seguito , giova ricordare che J.R.Blum,H.Chernoff,
M.Rosenblatt e H.Teicher { [ 4] pag.222) hanno dimostrato in ipotesi di scambiabilita,
un risultato relativo alla convergenza integrale:

Se X, é una successione di n.a. scambiabili , dotati di media e varianza

w x
finita : m, o, allora

m
& X — nm z —x*/2
fin P l[ & X < z} = e p dz ,erem
m — oo o ooy NET
2 ,
se e solo se /LL { ?;m, s ) = 1, essendo %m, o_z fa sottoclasse di G\}’ caratterizzata

2,
dal fatto che tutte le sue f.r. hanno media uguale ad m e varianza uguale a® > 0 .

2. La convergenza locale nel caso di distribuzioni reticolari.

Consideriamo una classe di f.r. unidimensionali GSC con elementi F aventi
distribuzione reticolare. | n.a. X1,X2,....,Xn , subordinatamente ad F siano mutua-
mente indipendenti ed identicamente distribuiti,

Indichiamo con %¥* ¢ (’37 la classe di f.r. tale che :

z »
it [ xdF{x) = m ;[ x— m)? dFlx) = © per ogni F € ? .
iR R

C\\](*
ii) h & massimo per ogni F & .



- ; g e ; S Possiamo enunciare ,ora, il seguente teorema :
E’immediato giustificare le seguenti relazioni:

A TEOREMA. )
oo . . . oo . Se IX n} & un processo scambiabile | cui elementi hanno funzione di
W = x p, o et Htkh st 5 p eitkh 2 2 ; 1 " :
PE v kF « kF " ripartizione reticolare con E(X,,-} =m < o , Var{X,-} = @ >0 allora condi-
2 zione necessaria e sufficiente affinché riesca
&
per ofni F € cg , essendo p la probabilitd che F assegna al numero a + kh
i1 2
. G 1 il Zak
hm{i Pfk) — ——x e 2 n }:0
m -+ oo h n V2T
LF':: = % P.e (k) gitikh  giant per ogni F ¢ 7%
con an + kh — nm
essendo P (k) la probabilitd che F*{N)  assegna al numero antkh. 7, = T , a reale

Indicata coh B la classe di Borel di sottoinsiemi di F" generata dalla classe di & che sulla classe F* 7‘/‘1 concentri probabilitd  unitariz , M (F*r)=1.
insiemi R
F txy) =} FeI" | Flm <y }

dimostrazione.

con x e y reali assegnati, diremo che {Xn} & un processo scambiabile se e solo se La condizione é sufficiente.

esiste  una misura di probabilita definita su B tale che : = % ; :
¥ P /M/ Per la dimostrazione dobbiamo studia re il comportamento della differenza

S
ih—fi P k) — i 8 2 an}

V2

P = £ Pe (B) dAiF) A - ni

con B elemento della classe di Borel costruita sullo spazio campionario della successione

|X,] ed essendo PL(B) la probabilitd di B calcolata nell'ipotesi che i na. X siano essendo z,, il simbolo definito in precedenza.

T i . . Il teorema di inversione delle funzioni caratteristiche porge :
mutuamente indipendenti e somiglianti con fr. F ( si veda B. de Finetti [ 5] ).

Posto,ora, in ipo-Aesi di scambiabilita

P)= P} % X + kh ] — T
= 2 Xy = an 2TE 3 : o
n i=1 1! ,_ﬁm,_._\{“'lm PﬂF k) = I e o t LFF { t )dt (1)
si ha | " ¢ h . L“é‘f& & Vvn
Polk) = £, P f2X = an+ kh] duip =
di conseguenza in forza della condizione/x‘-(g')’I si ha !
&
= Pop (Kdu(F) . 76 ln ;
J* _ 7 — iznkt N - — t2/2 — iz t £
fin g{: [ _ITT‘S'Vth ¢ LFF (5"\/Fﬁ)d ,J}!’ze drjdy‘&{ )(2)

: A

Nel seguito utilizzeremo la seguente @

Wolt)= Pety) eita



La (1) pud essere scritta nel modo seguente :

21 & Vn A — iz, t
= k .M t
R~ e— P, (k) -J; e n "FF { g o )} dt A+

essendo

nF

g =£0 seépc'\/?éA

1 se CFS\ﬁu—)A

+ Bes e 7kt Lf"n(%t ydt +
A< tI<g£o+/n

-—IZn

+ I e
&
g p<lbl< Lﬁi

kth"Fﬂ( —5‘:/3!7 )dt

A se EFs\/fﬁ.’g A

6'\fn—setEFS'\/n—>A

Di conseguenza la (2) diventa :

dove

[ Iyp dM(F)
o M

[ Ip dU(F) =
b M

I Igp dM(F)
7

I e )
3" M

dAtF)  + I,p dAL(F) + + F
c_f'IW S UAF) 5{* 2 YUY+ L Tgp Q) 4L Tae SF) (3)

izt N i e )

A -
=er""_fA e ((-FF (éﬁ)“ e idt_} d/vb“:)

-zt — t/2
=¥ d

‘,}L{Ib{> A ) : j s

= 1§ Gur f e TP —t_ ) ar ]} dpie)
’5"{ A< |t |<€.6 Vi Trievm J oo

— jzt m
= — Col—t—— )t A ALtF)
S, aferea 0 fres Jou

] S

Mostriamo ora che gli integrali che compaiono nella (3) convergono a zero per
n - oo

2

A M - t?/2
|(§* Tip d(F) | g-i | %* ‘LfF‘?t\/n‘ ) e ) du(F) | at

per la condizione del teorema avremo che

Per il teorema citato di Blum,Chernoff ,Rosenblatt, Teicher e per il teorema di conti-
nuitd sulle funzioni caratteristiche si ricava che tale integrale tende a zero per n —3 <.
| f Lp dFr | < g ~ Bl

2F & e t

i [t ]|> A
tale integrale pud essere reso arbitrariamente piccolo in modulo , g patto di prendere A

sufficientemente grande.

Ricordando ,ora, che per ogni F e ¥* ¢ possibile determinare un £ g > 0in

modo che risulti

i — /4
|‘-{'F (t) 1 < e
si ha
ik EEV
Iop duiF) < 2 o f sl )T dt €2 e di <
| L T3 duiF) | 4 s R R | 4

. 2 — A% /4
< 2 UG < ajA e
A

basta quindi prendere A sufficientemente grande per rendere ['integrale sufficientemente

piccolo.
Rimane , infine, da mostrare che l|'integrale

diiF) | = i -zt Pty g ] dALF)
| '3ér ke fzr{‘ { g p<itle T Vo ’ Pl s ve J -
h

tende a zero per n =% eo,

Posto —L—— = x e prendendo il modulo avremo che tale integrale &

o vn



(

La proposizione 2 ci permette di dire che per Fe A possibile determinare un up

tale che
sup
i
E<x| < it
Se poniamo
avremo

Rimane infine da mostrare che tale integrale tende a

I
I {5F <txl< I

(geta |

H(z) =/u’ iepgs;‘:gfg s
h

2. % ¢ 2k
h 3
Posto e = 1
n 172 4ot
n

avremo che

[P | VA dx} dM (F)

tuF<1

[LF'F(xlléz}’

| g% 00 | e Jduir <

1~&m 1

h

2"dH(z) + S
1-E,

0 <oh < 1/2

|
0< 2T/ \f;{_zmz"dH(zl <2mh €

e lim 2T/h &n Vn = 0.
me a0
Ancora €n

i
0< 2Mih +/nf

2TaHIzY <

2/ /o 1 - &

)l‘l

1
wp dpie) = 2T )

At

zero per n=» e , Si ha

z"dH(z]J .

tim  2W/hn (1 - E)" = 0.
> oU

Abbiamo cosi mostrato che la condizione/u'(g‘ ) = 1 é sufficiente per la
convergenza locale.

La condizione € necessaria.

La verifica della necessitd della condizione & immediata e si evince dal gid citato

\

teorema di Blum,Chernoff, Rosenblatt, Teicher . |l teorema & cosi dimostrato.
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SUMMARY

The purpose of the present note is to exhibit a necessary and sufficient condition under

which a local limit theorem holds for some classes of exchangeable lattice random

variables.



