I lavori contenuti in questo quaderno sono stati presenta-
ti nel ciclo di seminari sui Modelli Macroeconomici, organizza-

to dal gruppo di ricerca MONIF nell'A.A. 1979-80.

IL MODELLO LINEARE NELL'APPROCCIO BAYESIANO
NON PARAMETRICO

*
D.M.CIFARELLI , P.MULIERE, M.SCARSIN[( )

1. INTRODUZIONE

Si supponga di avere a disposizione n osservazioni

(xil""’xik’yi) i=1,2,...,n sul vettore aleatorio (k+1) di-

mensionale (Xl,Xz,...,Xk,Y) e di essere interessati a "spiega-

1""’Xk'

Un modello comunemente utilizzato a questo scopo & quello

re' la variabile Y mediante X

della regressione in cui si assume ¢he le osservazioni soddisfi

no la relazione

y=XB+¢e (1)
con y vettore delle osservazioni sulla variabile Y del tipo

n x 1, X matrice delle osservazioni sulle variabili (Xl,...,X )
di tipo n X k, B vettore dei parametri k X 1 ed € vettore alea-
torio, non osservabile, n X 1, con valore atteso nullo e matri-

; ; : 2 2
ce di varianze e covariance © In, g > 0.

(*) I1 coordinamento del testo del lavoro & di D.M.Cifarelli al
quale sono dovuti altresi i paragrafi 1,2,4. A P.Muliere so
no dovuti i paragrafi 3 e 6, mentre il paragrafo 5 & dovuto
a M.Scarsini che lo ha tratto dalla sua tesi di laurea in
Discipline Economiche e Sociali presso 1'Universitd L.Boc-
coni di Milano.



Il modello (1) & detto lineare, ma occorre sottolineare
che tale qualifica non proviene dalla linearitd di y rispetto
alla variabile X bensi dalla linearitd riguardo ai parametri
Bi' E' inoltre consuetudine assegnare denominazione differente
al modello a seconda delle ipotesi che si adottano riguardo al-
le quantitd che servono a definirlo. Si hanno cosi i modelli
della regressione funzionale, condizionata, stocastica, con
variabili affette da errore, etc.

L'approccio classico al problema della "stima'" del para-
metro B & quello dei minimi quadrati "arricchito" con risulta-
ti di natura distributiva nel caso di normalitd del vettore €.

C.Stein (1956), trattando il cosiddetto problema delle k

medie
y=E+u (2)

in cui u & un vettore aleatorio normale con valore atteso nul-
lo e matrice di varianze e covarianze Gzlk, £ & un vettore di
parametri k x 1 con E(XLQ) = £, mostrd che la stima dei minimi
quadrati di §, cioé §_= ¥, quando k > 3 e la funzione di danno

é quadratica, non & ammissibile, vale a dire esistono altri sti
matori con funzione di rischio non maggiore per ogni §. Tale
risultato fu successivamente generalizzato da L.D.Brown (1966)
al caso di una vasta classe di funzioni di danno. Poiché, tra-
sformando opportunamente le variabili (ed il parametro ), il
modello (1) pud scriversi nella forma (2), il risultato di Stein
si applica anche alla stima dei minimi quadrati di B.

Si deve forse a risultati di tale natura la spinta degli

statistici a tentare altri approcci ed in particolare quello

bayesiano. Ed infatti, lo stesso Stein, in un lavoro successivo
(1962), dopo aver proposto uno stimatore ammissibile (ridge) si
preoccupd di porre in luce come tale stimatore potesse essere
interpretato come un'approssimazione di quello bayesiano pella

consueta ipotesi di danno quadratico. D.V. Lindley (1962) forni

analoga interpretazione introducendo, in '"nuce", quello che suc

cessivamente verrd detto "modello gerarchico'". Una disamina ab-
T bastanza recente di questo aspetto del problema pud rintracciar
si nel lavoro di A. Zellner e W. Vandaele (1974).

L'approccio bayesiano al modello lineare della regressione,
sia per quanto riguarda i problemi di natura ipotetica (che ri-
guardano cioé i parametri del modello statistico) sia per quan-
to concerne 1'aspetto predittivo (che riguarda ciocé la previsig
ne di future altre osservazioni), procede, come di consueto, con
1'assegnazione di una distribuzione iniziale sui parametri che
compaiono nel modello statistico e quindi con la determinazione
di quella finale per il tramite della formula di Bayes.

Senza eccezioni, il modello statistico impiegato nei pro-
blemi di regressione & quello normale (eventualmente con osser-
vazioni correlate), cio& dati X, 8 e 0, si assume che Yy possegga

densitd (ordinaria) data da

f n
p(z|X, B,0) = (2107) * expl-—Lr(y ~X8)" (y - X8))
20
n k
YyER, BER, O0ER,

Le distribuzioni tradizionalmente utilizzate per i parame-
tri B e 0 sono sia non informative improprie (H. Jeffreys (1961),

L.J. Savage (1962)) sia di tipo informative e coniugate (G.C.

Tiao e A. Zellner (1964), A. Zellner (1971). Nel caso di distri



buzione iniziale non informativa 3 la Jeffreys,@ noto che la di-
stribuzione finale di E € normale con valore atteso E = (X'X)m1
e matrice di varianze e covarianze OZ(X'X)_I, nel caso della va
rianza 02 nota e in assenza di multicollinearitd, mentre & data
da una distribuzione t multivariata con valore atteso é e matri
ce di varianze e covarianze

n—-k

2 - X %
25 sfan™, @os’ = @-B -

quando la varianza non & nota.

A nostra conoscenza, la prima trattazione non tradizionale
del modello lineare, sempre nell'ambito del modello statistico
normale, & quella dovuta a D.V. Lindley (1971) il quale intro-
dusse 1'idea della scambiabilitd dei parametri e di modello ge-
rarchico, idea quest'ultima gid utilizzata dallo stesso Lindley
(1969) nel tentativo di giustificare, in ambito bayesiano, la
stima dei minimi quadrati. Si deve infine a D.V. Lindley e
A.F.M. Smith (1972) la trattazione generale del modello lineare
con impostazione gerarchica.

Le stesse idee furono successivamente riprese da A.F.M.
Smith (1973a), (1973b), e da D.V. Lindley (1974) per quanto at-
tiene pil strettamente alla problematica dell'analisi della va-
rianza.

Come abbiamo accennato, caratteristica comune dei lavori ri
guardanti il modello regressivo & l'assunzione di normaliti del
modello statistico, cioé del meccanismo di generazione delle os
servazioni ed, in subordine, di linearitd della regressione.

E' possibile prescindere da tali assunzioni? In altre paro

le, & possibile, senza impegnarsi eccessivamente sul modello sta

X'z

tistico, procedere utilizzando ancora il meccanismo bayesiano?
La risposta, come vedremo,& in qualche misura affermativa a pat
to di riuscire ad escogitare convenienti misure di probabilita

(iniziali) sullo spazio delle funzioni di ripartiziome.

2. IL PROCESSO DI DIRICHLET COME DISTRIBUZTIONE INIZIALE SULLA
CLASSE DELLE FUNZIONI DI RIPARTIZIONE

Per introdurre la problematica rifacciamoci per un momento

al classico modello statistico parametrico
(Z:A5P)

in cui Z & un insieme (spazio dei risultati), A una o-algebradi
sottoinsiemi di Z e P una classe di misure di probabilitd sulle

spazio misurabile (Z,A) del tipo

p={P,, 6 €0}

8!

Quando si voglia impostare un problema inferenziale utiliz
zando il meccanismo bayesiano occorre, come & noto, pensare pro
babilizzato anche (@,36) con una misura di probabilitid Q (detta
iniziale). In questo contesto la risposta globale bayesiana ai
problemi inferenziali sotto forma ipotetica & rappresentata dal
la distribuzione finale del parametro 6 € O ottenuta tramite la
applicazione della formula di Bayes. La distribuzione iniziale
Q su (G’BO) svolge direttamente 1'ufficio di probabilizzare lo
"spazio dei parametri" e indirettamente quello delle misure di

probabilitd P su (Z,A). Se le misure di probabilita PB non sono



analiticamente note, allora una versione molto semplice di mo- possiede densitd (ordinaria) (k-1) dimensionale data da

dello "non parametrico'” potrebbe essere

[ k-1 k-1
. T'(0(X)) a(Bi)-1 a (B )-1
n ,n .n ' 23] (Twm y-( i) (1 - Z y:) (B)
®",B7,F) | i i=1 t =
[ TT Ta,))
. y " Fooo il G s % i=1
in cui F© & la classe delle funzioni di ripartizione della for- . '
n ' k-1
ma || F(x.). g, T s wnnaFe o )d ¥ 20 13142 sesankls z s w1l
) i | 1 k-1 i— ; i—
i=1 I i=1
In analogia al cas; parapetriee ota gl Eubieed G grebabi - Un risultato importante riguardante il processo di Dirichlet
lizzare la classe F = F~ delle funzioni di ripartizione da far- - & la sua proprietd di "chiusura" per precisare la quale occotre
: e ; i G
s1 perd direttamente non potendo usufruire dell'intermediazione ricordare la definizione di campione estratto dal processo.

del parametro 6. In altre parole occorretd proporre dei proces-
si aleatori che possano fungere da distribuziome iniziale sulla DEFINIZIONE 2 (T.S. Ferguson (1973)). Sia P un processo di
classe dells fumelend di Fipaceizione ¥ S £, Dirichlet su (X,A). Diremo che il vettore (Xl,Xz,...,Xn) & un
Una svolta decisiva per la soluzione di questo difficile camplong di amplezea A 2 1 GECratto da b s€ % B = 1iZisee od
insiemi misurabili Al,...,Am, Cl,...,C 3

problema si ebbe nel 1973 allorché T.S. Ferguson (1973) intro- n

dusse una classe di processi aleatori i cui membri ben si adat-
; . B g - €¢,,...,X €C |P(A),...,P(A),P(C.),...,P(C )} =
tano, da molti punti di vista come distribuziome iniziale suspa Pr{Xl 1 n nl ( 1)’ B m)’ ( 1) P n)}

. o . . . k .
zi misurabili astratti ed in particolare su GRk,B ). Per 1'appli

n
: ; = T P(C.) q.c.
cazione che faremo nel paragrafo seguente ricorderemo ora la de S ]

finizione ed alcune proprietd del processo proposto e studiato
11 senso della Definizione 2 & che se & nota una realizza-

da T.S. Ferguson col nome di processo di Dirichlet.
zione del processo P, allora (Xl"'“’Xn) & un vettore di v.a.

DEFINIZIONE 1 (T.S. Ferguson (1973)). Sia o una misura non mutamente indipendenti ed identicamente distribuite.
negativa, finitamente additiva, finita su (X,A). Si dice che

S iS5 1 . Se P & di ]
(P(A), A € A) & un processo di Dirichlet su (X,A) con parametro TEOREMA 1 (T.S. Ferguson (1973)) = & i PEOCESA0 dl OL

. .. . . . : i seeosX ) & i
a, se per ogni partizione misurabile di X, (Blsst---sBk): i1 richlet con parametro o e se (Xl n) & un campione estratto
da P, allora il processo (P[Xl,...,Xn) é ancora di Dirichlet con

vettore aleatorio
parametro B = o + Z &y, essendo SX(A) =1sex€A, =0 sex A
i Y

o T o1



Se X =R, A = B e F(x) = P((=0,x,],...,(=,x]), essendo

P un processo di Dirichlet con parametro &, allora
k
(F(x), x €R")

@ una f.r. aleatoria retta da un processo di Dirichlet "ordina-

to" con parametro o, vale a dire il vettore

FcD), ra'?,..., ™),

conli(l) < x(z) < ...'<x(p) vettori di Rk e con la consueta in-
terpretazione del segno di disuguaglianza, possiede densita da-

ta da:

r(a®S)) 'J""yu(z(l))-l )
FaGPNreE®) -« . . re®@)-ax®)) !

(2))—(1(5(1))-1 )a(g(p))-a(g(p_l))—l

p “p-l

X

yo(x e

% (yy =¥y

Ky ()
x (1 -y )0 EIE "

su 0 < ¥ 2 % e XY <1 ed in cui abbiamo utilizzato la

. P
scrittura:

alo,x D1, o1 D1, o P =) i =12,

Inoltre, se X,,...,X @& un campione estratto da F si pud

dimostrare che

a(x)
Pr{_)gi < x} = = FO(E) T Iy (3)

®")

Q

ed in pid la f.r. predittiva & data da

BT, ST ™ By, T B
a®S) n A
= T Fo(x) + » F(x) (4)
a®™) +n a@®") +n

essendo En(g) la f.r. empirica. La (3) fornisce il significato
del parametro o del processo facendolo apparire come la f.r.

(opportunamente normalizzato) (iniziale) di Ei (osservabile).

3. IL MODELLO STOCASTICO

Come abbiamo gi3d detto nell'Introduzione, il modello comu-
nemente utilizzato per lo studio delle relazioni tra la variabi

le Y e le variabili Xl,...,Xk & quello che assume
r=3g+2

La stima tradizionale (dei minimi quadrati) quando i distur

bi si assumono non correlati e con la stessa varianza e X'X &

lX'z, Come pure abbiamo detto un

non singolare & data da (X'X)
approccio alternativo & quello bayesiano di tipo parametrico.
Entrambi i procedimenti presuppongono perd l'esistenza di un

vettore B per cui

E(y|X,B) = XB

Quando tale assunto non si ritiene accettabile si pud pro-

cedere secondo una via indicata da M. Goldstein (1976) che ora
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esamineremo nell'ambito del processo di Dirichlet.
Sia (Xl"'

..,xk,y) non nota ma retta da un processo di Dirichlet (ordina-

.,Xk,Y) un vettore aleatorio con f.r. F(xl,...

to) con parametro a(xl,...,xk,y) e sia

( \
Rl g wE R 3y
1. Ty e Fo, V3 ,

= (Xiy)
® - ]
‘xnl an o xnk Y n

un campione di ampiezza n estratto da F.

Se (X Y +l) indica una futura osservazio-

R LT
ne del processo, allora un modo naturale di affrontare il pro-
blema & quello di ricercare il vettore B in modo che

k

} B.X .
jop 1 n+l,1

riesca una buona previsione di Yn+1 nel senso di minimizzare

k .
E{(y .. - J B.X I(XEX)}

n+l . i “n+l,1i
i=1 ?

in cui il valore atteso & calcolato, ovviamente, con la f.r.
redittiva di e Y §
P - Frsd i oo Ramn 2y Yaaa)
Se si indica con D la matrice di tipo kxk con generice ele

mento

d,. = E{x |(x,y)} i,j = 1,...,k

1] n+l,i* n+1 5]

e con b il vettore (kx1) con elementi

i
; 11
\

‘ b, = E(X |(X,y)) i=1,2,...,k

i n+l,i’ n+1
allora & noto che il vettore B richiesto & dato da

‘ g ="l

Se ora utilizziamo 1'espressione della f.r. predittiva per
un processo di Dirichlet data dalla (4) del paragrafeo preceden—
te (in cui perd al posto di k bisogna porre k+l), 1l'espressione
di'dij é

k+1
sl ") Ep (Xin) +

ij k+1

_....._....._....I_-l..__....._(..l.'. Izl '
a® ) +n O o T ot=

k+1)-+n . t1 t]

in cui il valore atteso & calcolato con la f.r. iniziale

a(x X v)

cx(Rk+1)

Da cio discende che la matrice D pud scriversi come

Fo(xl,---,xk, y) =

= pM + (1-p) (D)

essendo

) . OtGRkH
u(Rk+1) oy

Similmente il vettore b risulta

b=pm+ 1-pED

essendo m il vettore d1 elementi m, = EF (X. Y), L G |

Se il peso aGR ) assegnato alla dlstr1bu21one 1nlzlale

Fy é elevato (rispetto ad n) ed in particolare se uGR ) =+
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allora la matrice D coincide con M ed il vettore b con m. In que

sto caso si avrebbe

= .
B¥* =M m=8_ (M non singolare)
- =0
vale a dire B* & determinato esclusivamente in base all'opinio-

ne iniziale formalizzata da FO‘

.

. k+1 : s
Viceversa se o(R ) & trascurabile, allora D coincide con
X'X mentre p & prossimo a X'y sicché si avrebbe approssimativa-

mente

E* = (X'X)-lxrl = E

Nel caso in cui 0 < p < 1, si ha

g = u+ (1 -p) EXN Mg+ (1 -p) EDB)

ciod una media ponderata di Eo e B .

4. UNA DISTRIBUZIONE INIZIALE SU UN VETTORE DI MISURE DI PROBA-
BILITA' ALEATORIE

In questo paragrafo vogliamo presentare le definizioni e le
principali proprietd di un processo proposto da D.M. Cifarelli e
E. Regazzini (1978) che poi utilizzeremo per trattare il modello
della regressione condizionata da un punto di vista non parame-
trico (in R).

DEFINIZiONE 3. Se subordinatamente alla realizzazione

Upslos ety dei numeri (o vettori aleatori ul,...,uk ciascuna

13

misura di probabilitd aleatoria Pi i=1,...,k costituisce un
processo di Dirichlet con parametro ai(ui,-): R x B—=>[0,x), di
remo che il vettore (Pl""’Pk) costituisce un processo mistura
di prodotti di processi di Dirichlet se

k m;-1 k
Pr{ A A (Pi(Bij) - yij)} = J

PilFeosassa®s o o b0, By L Ve
f=1 §=1 Rk ial 1 101 s W |

o O Cus . 3
ul(ul,Bl mi'dm(s)

3

essendo B, i=1,...,k la generica partizione misu-

1,1""’Bi,mi
rabile di R e ¢(u) la f.r. di U = (Ul,...,Uk).

DEFINIZIONE 4. Si dice che X. = (X. .,...,X. Yoo 1B mnash
—~1 1,1 i,ng
& un campione di ampiezza (nl,nz,...,nk) estratto dal processo
(Pl""’Pk) se, per ogni (nl,...,nk), (ml""’mk) e per ogni cop
pia di classi di sottoinsiemi misurabili di R

3 i=1,...,k), ({Aiq}q=1,...,mi; i=1,...,k)

(e}

1J'j=1,...,ni

risulta

k
- 11 P, (C..) (q.c)

I1 senso di questa definizione & immediato: subordinatamen
te ad u, se & nota una realizzazione del processo (Pl""’P') al

L ' T
lora i n.a. El’ 52,..., §k sono mutuamente indipendenti e, allo

interno di ogni classe, identicamente distribuiti.
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I1 processo della Definizione 3, al pari di quello di Diri
chlet, gode della proprieta di ripro%ycibilité, vale a dire, se
gl,...,zk-é un campione estratto dalTﬁrocesso (Pl,...,Pk), allo
ra (Pl,.,.,Pk|§1,...,§k) € ancora dello stesso tipo salvo che
per i supi parametri che risultano modificati e per la f.r. ¢(w)
sostitu%ta da w(gjzl,...,x ). .

Precisamente, se 51,...,§k € un campione estratto da (Pl’

.;,Pnﬁ, allora

k m;-1
Pr{ A ‘A (P, (B, .} < yi_.)@l = Xjseees X = 3<_k} =
i=1 j=1 >J J

I D(y 12reaY mi—1)|ai(ui’Bi,1iuni,l)"

Rk 1=

25, Oti(ui,Bi’mi+ni mi)dm(gfﬁl,...,gk)

3

in cui n.. = ni(Bi’j); j=1,...,mi, i=1,...,k rappresenta il nu-
mero delle osservazioni di X che assumono valori in B'j mentre
¢(3|§l,...,x ) rappresenta la f.r. di U subordinato a XpseosX

Per precisare 1'espressione di Q(EJﬁi""’x ) supponiamo
di aver organizzato le osservazioni relative alla i.ma classe,
i=1,...,k, nel modo seguente (si osservi che per una caratteri-
stica del processo pill osservazioni possono coincidere con pro-=
babilita positiva):

e % s 5w Ko
i, 1Y 5,27 i 0%

=
b
[}
&
i}
=}
=

. n, sie :
il a2 ¥ Tigry

15

e di indicare con U, una misura la quale coincide con quella di
Lebesgue su R salvo nei punti in cui ai(ui,-) presenta un atomo
dove M; concentra una massa unitaria.
Dopo aver posto U = k M si ha
1
dolx, .. 0m) = W @, (u T JTTl 0 L 3800

TG x4 (- gyd e (5)

i]

in cui

= a(a+l).....(a+n-1)

&(n)

a'(ui,') € la derivata secondo Radon-Ni codym di o rispetto al-

la misura My

a)(u.,x) se x & atomo di o, (u.,*)
iti iti

m. (u.
1( 1,x)

0 altrove.

La f.r. predittiva di k future osservazioni (una per ogni
classe), analogamente al caso del processo di Dirichlet, & data
da

PRy o w & Bisuss mer1 = M lZpseenn 3 -

1

k a.(u. R) ai(“i’xi)
=j —l:]_a(u Ry, o (o R
R 1 1

1.
i &
——e—ee? ’ .o
t o. (u,,R)+n, l,n,(xl)}dptp(g.li]_" ’Ek) (6)
1. 1 1 1 e
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5. IL MODELLO LINEARE DELLA REGRESSIONE CONDIZIONATA

Consideriamo 11 modello
y=XB+e

in cui y & il vettore (nx1) delle osservazioni sulla variabile
dipendente Y, X & una matrice di tipo (nXp) non aleatoria, B il
vettore dei parametri (px1) ed € un vettore aleatorio (nx1).
Supponiamo che 1 suddetti elementi siano partiziconati nel modo

seguente:

~
e
[

y 1=1,2, 4005k (ni eventualmente nullo)

G e

1ni

: (ni><p), = (xil,...,x.n.)

-----

. E. . i%e .
; =1 1,k? > Ti,n

in modo che il sistema iniziale equivale a

= '

.

= L
B T oy BB 5

17

Supponiamo ora che, dati la matrice X, il vettore B e le

B F F i vettori pARRRE siano mutuamente indipenden

17
ti con f.r. congiunta

Y

Pr{zl igl""’—zkiéklx’ B, T Fk} =

! 3 Ty
w I BE: 0T B8, s yeum TT BAE. (3
) 1°7°1,3 | 22,3 il k 7k,]

e pertanto, subordinatamente alla condizione detta, gli elemen-
ti di Y; sianopure mutuamente indipendenti e somiglianti. Le
£y Fl""’Fk non siano note ma aleatorie e selezionate da un
processo mistura di prodotti di processi di Dirichlet. Precisa-
mente, datilzi,_ﬁ supponiamo che Fi gia retta da un processo di

Dirichlet con parametro ui(ii,ﬁ,') e che percid il vettore

k
FisFos o F |X,BE izvi.

Indicata con ¢(B) la f.r. del vettore B si ha quindi
k
Fiaeo P X € III;E D.do(B)

Anche per effettuare successivamente qualche confronto sup

poniamo che

_1-—_
ui (—}El sﬁ;‘z) = (R)(;t’ [_—6_'—'_'_'

E-X'-B)
i
in cui ¢ & la f.r. normale standardizzata.
Prima di procedere ancora nella specificazione del modello
osserviamo intanto che per le caratteristiche del processo uti-

lizzato, la f.r. del generico vettore Yo dati e e B, risulta
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E e ™
oy U,(R)QJI 1(j) x ]+J 1
Priy. < & |x , B} = 7T o S EAE

in cui Ei(l) < 51(2) < .. El( ). Da cid discende che
(Y 2,..., - ) sono numeri aleatorl scambiabili e non indi-
pendentl (dati x; e B) con f.r. marginali

E - =x.B
[.—.—.—.—.-—-.—]i_} j = 1’2,..',11

.
1

Pr{yij = ‘E]_’Ei’_e’_} -
ed
E(yy; |x,8) = x!8

Var(yij I_}il ,-B_) =0

In pid, dati X e B, i vettori Yys+-+sYy SODO mutuamente in

dipendenti (ma non somiglianti) e da cid discende che, data la
matrice X, i vettori sono parzialmente scambiabili.
Assumiamo ora che il vettore B possegga distribuzione ini-

ziale caratterizzata dalla densitd (iniziale) normale

w(p)(ﬁlﬁoﬂé « exp{~- ———(8 = 18, )'(B - 18, )}
208

con

£(8]8,.02) = 18, Cov(Bl8 .00 = ogl . o > 0.

I1 problema della stima di B comsiste ovviamente nella ri-

cerca della distribuzione finale di B. La (5) del paragrafo pre

cedente, poiché a & assunta assolutamente continua, si semplifi
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ca notevolmente nella

(
p)(Blﬁ O ‘21""’Xk’-§1""’5k) o«

k i y..—-X.B
@ ' _....._._1-] 1l (P) 2
.—H— ]T ¢ [ Oi' )(P ('@'BO,OB)

[(3-X8) '] (F-XB)+(B-18,) ' (B-18,)351}

in cui r, indica 1l numero delle osservazioni distinte in

(Y 1""’Y1n1
similmente la matrice X z € invece data dalla matrice partizio

); ¥y & il vettore y dei soli elementi distinti e

nata

k
di tipo rXxr, r = z T

1)

- gt -
Zl = UiIri’ i = 1,...,k

Qualche calcolo permette allora di stabilire che la distri

buzione finale di_ﬁ € normale con valore atteso

_ 2

b= BB, Ogs yyser sy XpseeenX) =
J e TLE =g -1 ,%, v=1va -2
—(XZX+OBIP) (X']°XB + 0,718.)

essendo
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\
\
|
| T Ui il Rp oty . =D °<2:
e matrice di varianze e covarianze 1 b, = [X 1 X+og (1= —5— N1 IXY Ty + 0" (I = —5—— N1yl
‘ PO, *+0g PO +0g
Y oo=1% - -
V = Cov(B'B g 02, Fq ooy s By prwosk )y = (X'E 1X + 0 21 ) l. 2
=0’ TR Sl 7=l =% B p V-1 =1 =2 % =15, el -l
=+ @ 0T I DI B R]TD T
Anche in questo caso pertanto la stima bayesiana di B, b B, +OB
(perdita quadratica) appare come media ponderata della stima dei 02
-~ 1 _2
minimi quadrati 8 e del valore atteso lBO della distribuzione X Og (1 -——E—Eui-J)lp]
po” +0
C

iniziale. Se poi sz'* 0, ovvero la distribuzione iniziale di B
P 8 »

€ quella non informativa a la Jeffreys, allora e matrice di varianze e covarianze

2
a
- o=l - AR T R =2 c =1
b=f e V= (X'} 1X) L v, = [(x'} X)+08 (T = 5 J)]
pUc+O’B
Arricchiamo ora il modello ipotizzando che anche BO sia in in cui
certo con densitd pure normale data da
=1 L
2 1 2 2
0, By lu, 00) =expl- —(8, - W} o >o0. _ _ .
25 e Se poi v'é& incertezza anche su || e la sua densitd & assun-
c

Con ]_'aggiunta di questo Stadio’ naturalmente’ il vettore ta non informativa (impropria) allora i parametri della distri-

B & ora scambiabile con densita buzione finale (ancora normale) sono dati da:

o;P) (8la2, 0%, W) = fop{— %[E}g(ﬁ—lﬁo)'(ﬁ—lﬂo) - by = [T+ @ TTH o -1 7R
—a
» 2 -7, v, = BT+ ot - S
g2 O 0 4
avendo utilizzato negli sviluppi un risultato matriciale (C.R.
Calcoli simili ai precedenti mostranc che la densitda fina- Rao (1973), pag. 33, es. 2.9).
le di B e ancora normale e precisata dal valore atteso Particolarizzando convenientemente la matrice X & immedia-

to constatare 1'uguaglianza di tali espressioni con quelle for-
nite da D. Michele Cifarelli (1979) relative al modello dell'a-
nalisi della varianza.

Riguardo a tali stime conviene fare alcune osservazioni.
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In primo luogo, tali stime sono, in generale, differenti
da quelle ottenute, nelle medesime condizioni per quanto riguar
da le distribuzioni iniziali dei parametri, da D.V. Lindley a
A.F.M. Smith (1972) nel caso in cui le f.r. Fl,...,Fk sono cer-
te e normali in quanto nell'espressione, ad esempio, di 20 non
compaiono le ampiezze campionarie Dyseeesly bensi Tyseeesly - In
secondo luogo, solo apparentemente tale stima non dipende da
a@®), il peso inizialmente assegnato alle varie distribuzioni
normali. In effetti o(R) influenza il numero delle osservazioni
distinte in ogni classe nel senso che se a(R) = +», allora, come
51 pud dedurre da un risultato di R.M. Korwar e M. Hollander
(1973), ri‘* n. quasi certamente, ed in questo caso le mnostre
stime coincidono con quelle degli Autori citati. Ma ci0 & per
altri versi abbastanza naturale poiché in questa circostanza il
processo da noi utilizzato per probabilizzare (Fl""’Fk) dege-
nera proprio sulle distribuzioni normali ed il modello non para
metrico viene a confondersi con quello parametrico utilizzato
dai due Autori precedenti.

In tutta la discussione precedente abbiamo assunto che le

. 2 2
varianze Oi e GB fossero note.
; 2 2 . .
Supponiamo ora che Gi =g ¥i=1,2,...,k non sia nota
2
come pure UB.

Se si assegna come distribuzione iniziale di (B,0) (trascu

rando per semplicitd i parametri condizionati)

-1 h
R

a5 P pyp {— 'l — "B - g
P, (B,0) =0y exp { 58 - 18 )" (B 18 )}eo »

ZGB
e con densita di (BO,OB)
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pZ(Bo’GB) aoékfl exp {- ;ﬁf}
B

allora si pud mostrare che la densitd finale di B & data da
2 -~ ~ _— e o -

(hers?+ (8 - B'YXE-B) T2 r 8- 18) (8- 18

as =1

-XB)r

I<e

-XB) " (

Il 10
™
w

bo
i
~~
e

2. @y B-l

Un'analisi delle distribuzioni di tale natura (dette double
t) pud rintracciarsi nel lavoro di G.C. Tiao e A. Zellner (1964)

e pild in generale in quello di J.H. Dréze (1976).

6. LA DISTRIBUZIONE PREDITTIVA

In molte occasioni, come ad esempio in problemi di control
lo, date le osservazioni DAREEETS si desidera inferire su futu
re osservazioni supposte generate dallo stesso modello. Come &
noto il mezzo idoneo a questo scopo & la cosiddetta distribuzio
ne predittiva, la quale, tra 1'altro, svolge un ruolo unifican-
te nella soluzione di molti problemi di analisi multivariata im
postati dal punto di vista bayesiano e, di per sé, costituisce
uno strumento che si & rivelato utile per nuove analisi di con-
cetti tradizionali della Statistica.

Senza entrare in eccessivi dettagli, in questo paragrafo
vogliamo determinare tale distribuzione predittiva, in presenza

delle stesse ipotesi utilizzate nel numero precedente.

p+k-1)/2
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Per semplicitd indichiamo con Yl""’Yk i risultati di k fu
ture osservazioni da eseguirsi su ognuna delle k classi (una os

servazione per classe)., Essa, per definizione verrd caratteriz-—

zata dalla f.r. |
= t
w(yl,...,yk) Rr{Yl S Y Yk E.ykl21""’zk’ 51""’§k}'

La (6) del paragrafo 4, unel nostro caso diviene

( - £ [ a®) vy —xf . - (p)
Vo) =) THa@®aw, ? T 5, ) e en, Fi,a e Bl
RP i=1 1 i % 1

€& la funzione di ripartizione empirica determinata

n
. (B =
Vin €9 € una

in cui F,
L 1
con le osservazioni della i.ma classe, Yigo-ee

delle densitd finali di f di cui abbiamo detto in %recedenza.

Per semplicitd di riferimento supponiamo che

0Pl = @ P2y e (- 2@ -0V (B - D))

con
b= XTI W+ 2 L XTI + 07218 ) i
= 4 B — B =0
V = (%'Yl%ﬂjézl)‘l ’

Consideriamo ora la f.r. predittiva della generica margina

le Yi la quale & naturalmente data da

n,

. a® y —E'iﬁ (p) . i R
v, (y) *5Rﬁ5—;?§'Ip ¢[‘“’E§“J o (B )dﬁ;faGR)*-H; Fi,ni(y)
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e quindi, integrando,

a®) [y ‘E'ﬁ} R

V) = gy o 7| amm e Yie W
1 1 1 1
in cul
& , el o -
0.2 = O?(l—xf(x_x'. +U.2V 1) 1x.) b
1 HE b M et 1 =],
= O? + x'Vx.
i B =i —L

con b e V specificati in precedenza.

Come si rileva tale f.r. costituisce una mistura di due

; I S
s p *2
- quella normale con valore atteso E&:E e varianza Gi

- quella empirica delle sole osservazioni che si riferiscono al

1'i.mo gruppo.
Inoltre

i) essa dipende da tutte le osservazioni Jyre++sY, € mom solo
da quelle della classe cui la f.r. si riferisce;

ii) la f.r. normale & influenzata da tutti i dati a disposizio
ne tramite i suoi parametri b e G?, mentre le osservazioni del-
la i.ma classe determinano anche (da sole) la f.r. empirica;
iii) la f.x. wi concentra masse di probabilitid su tutte (e sole)
le osservazioni (distinte) della i.ma classe e cid permette di
apprezzare in maggior misura 1'influenza esercitata dalle osser

vazioni delle varie classi;
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y - zb
iv) . (y) > ¢[——E¥-—-}——) se a(R) = +
i

~F. (y) sea@®) o,

le quali sono di agevole interpretazione appena si pensi al si-
gnificato attribuito al parametro a(R).
E' agevole constatare che la distribuzione predittiva bidi

mensionale & data da:

_ @®)) Y "iiﬁ) (73 'EiﬁJ
Wy, 50ge¥ ) J (u@5+n)(am)+n)¢[ 2 Ll e
R 1 ]
a@®)n ; -x'B
v (y.) +
(u@)+n)@@@+ﬁi¢[ )Jm-yj
Gi i
a@On ¥ ~%iBy
¢ J —]— (y.) +
(OL(P)+n)(0tGR)+r17 g=§ K 1y

n.n.
1

+ : J f
(OL(P)+ni) (a®) + n?

(y)F (y)]
i "

e quindi, integrando

-)dB

2

2
- (O"GR)) ' *
V1,019 T @R Fap @@ Tay Ny i 4y
a()n Vi - ..)f.'l..l.)_ R
*<am>+n)waa+n>¢{ = ]Jm.wﬁ )
1 i)
aR)n i = xiby,
" @® *a, )(OLQR) +n, )¢[ UJ'. JFl,nl(y )+
n. n -~
AR R ER T | ion, V1) %50, 05
in cui
Nij indica la funzione di ripartizione della normale doppia in

¥ia yj con valore atteso X;jh_e matrice di varianza e cova
rianza Zf..
1]
Xij & una matrice (2 xp) ottenuta sovrapponendo i vettori xi,
* f ; 2 2 i
x'e )., =).,.+X..VX!., con ).. = diag(0g.,0.) e V speci-
xie Iiso= Ly ¥ VR i 8(05,03) p
ficato in precedenza,

Si constata immediatamente un comportamento di wij analogo

a quello di wi'
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