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Riassunto.

In questa relazione VENgono presentati i contributi dej componenti del progetto strategico
CNR " Decisioni statistiche: teorig e applicazioni” sul tema dell’inferenza bavesiana non
parametrica.

L’inferenza bayesiana si o' sviluppata tradizionalmente in ambito parametrico; tuttavia
a partire dalla fine degli anni 60, le procedure bayesiane non parametriche hanno avuto
una rilevanza crescente, sia dal punto di vista teorico che computazionale. Cj pare di poter
affermare che il contributo della scuola italiana sia stato decisamente rilevante per questo
sviluppo. .

In particolare, nella presenta relazione vengono discussi alcuni problemi di base nell’infe-
renza bayesiana nonparametrica: la scelta fra impostazicne parametrica o non parametrica;
Passegnazione di una distribuzione iniziale sy una misura di probabilita aleatoria; la determi-
nazione della distribuzione finale e della distribuzione dj funzionali; I'analisi nonparametrica
di dati con strutture dj dipendenza complesse (in particolare 1a scambiabilita parziale).

It paragrafo finale della relazione contjene alcuni riferimenti storicj e bibliografici.
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1 Introduzione.

Questa relazione ha lo scopo di presentare i contributi dei componenti del progetto strategico
CNR " Decisioni statistiche: teoria e applicazions”’, 1998, sul tema dell'inferenza bayesiana
non parametrica. Il taglio scelto & il seguente: ci propeniamo di individuare alcuni problemi
generali che si pongono, a nostro avviso, nella ricerca in ambito bayesiano non parametrico;
quindi vedremo quali contributi, problema per problema, siano stati forniti dai componenti
del progetto. La trattazione sara relativamente informale; le proposte saranno delineate nelle
linee essenziali, rinviando ai lavori degli autori per i dettagli formali.

L’inferenza bayesiana si e' sviluppata tradizionalmente in ambito parametrico; tuttavia,
a partire dalla fine degli anni 60, le procedure bayesiane non parametriche hanno avuto una
rilevanza crescente, sia dal punto di vista teorico che computazionale (si veda il paragrafo
6 di questa relazione). Ci pare di poter affermare che il contributo della scuola italiana sia
stato decisamente rilevante per questo sviluppo.

I problemi di base che si pongono nell'inferenza bayesiana non parametrica, e che saranno
discussi in questa relazione, sono i seguenti:

* Un problema preliminare: parametrico o non parametrico?

* Assegnazione di una distribuzione iniziale su una misura di probabilita aleatoria.

* Determinazione della distribuzione finale e della distribuzione di funzionali.

* Strutture di dipendenza pit complesse: scambiabilita parziale.

Nel paragrafo finale della relazione daremo alcuni riferimenti storici e bibliografici.

2 Un problema preliminare: parametrico o nonpara-
metrico?

Si possono dare molte motivazioni a favore o sfavore dell’approccio parametrico o non para-
metrico ai problemi inferenziali, ma una motivazione di base ¢’ fornita da Regazzini {11],
con riferimento a osservazioni X, Xz, ... scambiabili. La scambiabilita e’ lo schema di base
nell’impostazione bayesiana ed esprime la situazione di esperimenti ripetuti in condizioni
omogenee; la scambiabilith e’ pertanto l'ipotesi di base adottata nelle prime 3 sezioni di
questa relazione.

Se X = {X;,X,,...} e una successione di variabili aleatorie a valori in ¥ C R%e
supponiamo che la legge di probabilitd P di X sia scambiabile, allora, per il teorema di




rappresentazione di de Finetti, per ogni n=1,2,... e per ogni (z1,...,z,) si ha

P(Xy <2y y X < 7) =LHF(3:,-)dﬂ(F). (1)

Inoltre la successione delle funzioni di ripartizione empiriche F,(z) = Eﬁl—&%ﬂiﬁ {dove
64(*) € la funzione indicatrice dell’insieme A) converge debolmente a ¥, quasi certamente
rispetto a P. La legge di probabilita 7 e’ la legge di probabilita di F' (misura di de Finetti)
ed e’ univocamente determinata. Dunque dall’ipotesi di scambiabilita segue la possibilita di
rappresentare la distribuzione di X per mezzo di un modello statistico, che e’ la realizzazione
di F in corrispondenza a z = {z1,22,...}, ed una misura di probabilitd iniziale .

La formulazione nonparametrica (1) data sopra e’ la piti appropriata per cogliere il signifi-
cato del teorema di rappresentazione di de Finetti; ovvero, se assumiamo solo la scambiabilita
la rappresentazione coinvolge un parametro infinito-dimensionale che e’ il limite debole della
successione delle funzioni di ripartizione empiriche, con probabilitd uno. Per giustificare
la dipendenza di tale limite da un parametro finito-dimensionale, e quindi un approccio
parametrico, devono essere introdotte ulteriori ipotesi circa gli osservabili.

Tali ipotesi aggiuntive possono portare a restringere la classe delle possibili realizzazioni-
limite della funzione di ripartizione empirica (che nella (1) e’ la classe di tutte le funzioni di
ripartizione sullo spazio campionario) ad una sottoclasse Fg C F le cui f.r. sono indicizzate
da un parametro finito dimensionale #. Quali informazioni aggiuntive sono rilevanti per
scegliere un modello Fp, o in altre parole per ridurre il parametro infinito-dimensionale ad
un parametro finito-dimensionale?

11 preblema e’ evidentemente amplissimo e molto dibattuto nella letteratura recente, che
sovente si propone di ricercare meccanismi automatici per la scelta di un modetlo statistico
(parametrico). Nei contributi del gruppo di ricerca (Regazzini e Sazonov [12] ¢ [13]; Fortini,
Ladelli e Regazzini [2]) si possono individuare due interessanti linee di ricerca relativamente
a questo problema. ’

Regazzini e Sazonov ([12] e [13]) suggeriscono di sostituire il parametro infinito-dimensio-
nale con le frequenze limite corrispondenti ad una partizione finita dello spazio campionario,
riducendo cosi il problema ad un problema con parametro finito-dimensionale. La proposta
di Regazzini e Sazonov sard discussa nel paragrafo 3 relativo alla assegnazione di una di-
stribuzione iniziale in ambito nonparametrico; infatti, si tratta in realtd della proposta di
una distribuzione iniziale molto generale, che consente di approssimare, con margine di
approssimazione arbitrario, una qualunque distribuzione iniziale, durique in particolare una
qualunque distribuzione iniziale in ambito nonparametrico. ‘

In effetti, pur ottenendo la riduzione del problema ad un problema con parametro finito-
dimensionale, la dimensione del parametro nella proposta di Regazzini e Sazonov pud essere
ancora molto elevata. Una proposta che consente invece di ottenere un parametro di di-
mensione finita e piccola e suggerita da Fortini, Ladelli e Regazzini [2] e Regazzini [11] a
partire da una visione previsiva dell’inferenza. Essi mostrano che, qualora si ritenga suffi-
ciente conoscere una sintesi delle osservazioni passate (X; = zy,..., X, = z,) ai fini della
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previsione dell'osservazione successiva X,4; (riassunto esaustivo a fini previsivi), allora e’
possibile rappresentare la legge scambiabile P di X per mezzo di un modello parametrico
in cui la verosimiglianza e’ il limite della successione delle distribuzioni predittive e la legge
di probabilitd del parametro e’ la legge limite della successione dei riassunti esaustivi a
fini previsivi. Le condizioni poste da Fortini Ladelli e Regazzini per ottenere tale risultato
sono meno restrittive di quelle utilizzate in precedenti risultati di questo tipo (Campanino e
Spizzichino, 1981; Cifarelli e Regazzini, 1980 e 1981).

Dunque, come si e’ detto inizialmente, la sola ipotesi di scambiabilita porta ad una
rappresentazione della legge di probabilita di X di tipo nonparametrico. Tuttavia, se, in una
visione previsiva dell'inferenza, riteniamo possibile assumere [’esistenza di riassunti esaustivi
a fini previsivi, possiamo ottenere una rappresentazione per mezzo di un modello parametrico,
i cui parametri hanno significato come limiti di osservabili.

3 Assegnazione di una distribuzione iniziale su una
misura di probabilitd aleatoria.

Secondo de Finetti, la previsione e’ in generale lo scopo primario dell'inferenza statistica,
ed e’ risolta nella specificazione delle distribuzioni di probabilita predittive di X4, | X) =
Tl Xn = In,n = 1,2,.... Tuttavia, poiche la specificazione diretta delle distribuzioni
predittive e’ in generale difficile, nell’ipotesi di scambiabilita e’ possibile utilizzare il teo-
rema di rappresentazione come un passo intermedio per quantificare opinioni iniziali sugli
osservabili; nella rappresentazione, la distribuzione iniziale 7 pud essere interpretata come
un’approssimazione della legge di probabilita della f.r. empirica (che e’ osservabile), per n
sufficientemente grande. Utilizzando la terminologia in Regazzini [11], diciamo allora diretta
ogni inferenza sugli osservabili X, e indiretta ogni inferenza sui modelli statistici. L'inferenza
diretta corrisponde all'inferenza predittiva; Pinferenza indiretta comprende I'analisi parame-
trica e non parametrica.

Nella letteratura bayesiana, l'inferenza indiretta e’ sicuramente quella pit ampiamente
trattata, e risolta mediante la formulazione di una distribuzione iniziale e il calcolo della di-
stribuzione finale mediante I'algoritmo bayesiano. Se adottiamo una visione nonparametrica,
il problema di partenza e’ allora come assegnare una distribuzione iniziale che abbia come
supporto la classe di tutte le misure di probabilita sullo spazio campionario. Questo e’ il
problema analizzato in questo paragrafo.

Come dicevamo, Papproccio inferenziale indiretto e’ quello comunemente adottato in
letteratura, anche in problemi in cui lo scopo ultimo dell'analisi e’ la previsione. Ci sembra
di poter affermare che i contributi del gruppo di ricerca abbiano un ruolo essenziale per
sottolineare invece l'importanza di una visione diretta dell'inferenza. Anche relativamente al
problema della assegnazione di una distribuzione iniziale in ambito nonparametrico, la visione
diretta risulta molto fruttuosa, in quanto e’ possibile caratterizzare leggi di probabilita iniziali
nonparametriche a partire da ipotesi sulle distribuzioni predittive.
 In questo paragrafo illustreremo alcuni contributi del gruppo di ricerca relativamente al
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tema della scelta di una iniziale non parametrica, suddividendo la presentazione secondo i
seguenti punti:
(a) caratterizzazione della distribuzione iniziale mediante ipotesi predittive;
{b) approssimazione dell'iniziale mediante misture finite di distribuzioni di Dirichlet;
(c) costruzione della distribuzione iniziale mediante polinomi.

(a) Caratterizzazione della distribuzione iniziale mediante ipotesi predittive.

Sia X = {X,,n = 1,2,...} una successione infinita di variabili aleatorie scambiabili.
La legge di probabilita della successione X pud essere assegnata, secondo 'impostazione
completamente predittiva, specificando la distribuzione P; di X e le distribuzioni predittive
BodiXoy | Xy =x1,...,X0 = T, per n = 1,2,.... Mentre il teorema di estensione
di Ionescu-Tulcea fornisce condizioni di consistenza che garantiscono esistenza di un'unica
legge di probabilita per {X,,n = 1,2,...}, determinata dalla successione delle predittive P,
Fortini, Ladelli e Regazzini ([2]; si veda anche Regazzini, [11]) forniscono condizioni necessarie
e sufficienti sulla successione P, affinché esse caratterizzino una legge P scambiabile per la
successione X . Questo risultato fornisce una caratterizzazione della scambiabilita in termini
puramente predittivi.

Una volta assegnata la legge P scambiabile di X tramite la successione delle predittive,
la misura di de Finetti di X risulta univocamente determinata mediante il teorema di rap-
presentazione di de Finetti. Questa impostazione e' stata utilizzata per caratterizzare alcune
distribuzioni iniziali note in letteratura: si vedano Regazzini (1978) e Lo (1991) per il processo
di Dirichlet, Walker e Muliere (1997a) per i Polya trees, Walker e Muliere (19975) per il
processo beta-Stacy.

(b) Approssimazione dell’iniziale mediante misture finite di distribuzioni di Dirichlet.

Regazzini e Sazonov ([12] e [13]) mostrano che, nel caso di osservazioni scambiabili a
valori in uno spazio polacco, ogni distribuzione iniziale pud essere approssimata (nel senso
della metrica di Prokhorov), con grado di precisione arbitrario, mediante una mistura finita
di distribuzioni di Dirichlet. Il risultato di Regazzini e Sazonov e’ costruttivo nel senso che
la mistura approssimante viene esplicitamente costruita. Alcuni risultati in questa direzione
si trovano in Dalal (1978), Dalal e Hall (1980 e 1983) e Diaconis e Ylvisaker (1985).

Il lavoro di Regazzini e Sazonov e’ suddiviso in due parti: npella prima si restringe
'attenzione ad uno spazio campionario A" finito; la seconda generalizza ad uno spazio polacco
X. Forniamo una breve descrizione della costruzione di Regazzini e Sazonov nel caso di X
finito, indicando le idee essenziali che portano alla generalizzazione a spazi campionari pitt
generali. Ove non crei confusione, indicheremo con lo stesso simbolo la misura di probabilita
e la corrispondente funzione di ripartizione.

Spazio campionario finito. Consideriamo una successione X = {Xy, X,...} di numeri
aleatori scambiabili, a valori in uno spazio X finito

A = {a1,. . 08y Bhsi } -

Il teorema di rappresentazione di de Finetti consente in questo caso di rappresentare la legge
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di probabilitd P di X come
k
P(Xi=121,...,Xu=2,) = fs G- (1 — 6™+ (df) (2)
& 1=1

dove Sy e’ il simplesso k-dimensionale, n; = {numero di (z1,...,z,) uguali a a;}. La (2)
e’ una mistura di distribuzioni multinomiali, e 7 €' I'iniziale per il modello multinomiale.
L'iniziale coniugata al modello multinomiale e’ la distribuzione di Dirichlet; tale scelta e’ ov-
viamente comoda, ma potrebbe non rappresentare le opinioni iniziali del ricercatore; tuttavia,
la scelta di una diversa iniziale comporta in generale un maggiore onere computazionale.
Regazzini e Sazonov [12] mostrano che ogni iniziale 7 per il modello multinomiale pud essere
approssimata da una opportuna mistura finita di distribuzioni di Dirichlet. Consideriamo
dapprima una copertura del simplesso S mediante "piccoli ipercubi” di lati {‘—’Jh‘,—l, %], dove
v=0,1,....,.Ne X £ N+k—1e valutiamo la probabiliti iniziale m(A,) di ogni piccolo
ipercubo A,. Consideriamo quindi una mistura di distribuzioni di Dirichlet in cui i pesi
corrispondono ai valori (A, ):

k .
om(A) D5 p(n)s o p(w), A = 3o (ul))), (3)
v i=l
dove D{:;a,...,044:) indica la distribuzione di Dirichlet k-dimensionale, di parametri

(@1,...,ap41). Per una determinata scelta dei parametri ) e 4 (si veda per esempio Al-
tomare e Campiti, 1994), la (3) corrisponde al polinomio di Bernstein sul simplesso Si che
approssima la funzione di ripartizione 7. Regazzini e Sazonov trovano una espressione piu
generale dei parametri A e u, che garantisce che la mistura (3) sia vicina (nel senso della
metrica di Prokhorov) alla distribuzione iniziale 7. Forniscono inoltre il grado di approssi-
mazione di 7.

Caso generale. Questa costruzione pud essere estesa al caso generale di spazio campi-
onario X polacco. Ci restringiamo qui, per brevitd , al caso in cui ¥ C ¢, in modo da
avere il teorema di rappresentazione nella forma (1). Indichiamo con F la misura di proba-
bilita aleatoria (modello statistico) che ha legge di probabilita 7 (iniziale). Diamo solo I'idea
generale della costruzione di Regazzini e Sazonov in questo contesto, che si basa su una
"discretizzazione” di X.

* Discretizziamo lo spazio campionario, mediante opportuni punti ay, ..., ax, quindi con-
sideriamo una corrispondente "discretizzazione” F. del modello . Sia 7 la distribuzione
iniziale di F e m, Piniziale di F,; ¢’ possibile fare in modo che d(w,7.) < ¢, dove d(-) indica
la distanza di Prokhorov;

* in tal modo ci riconduciamo al caso di X finito e abbiamo la rappresentazione della
legge di X mediante un modello multinomiale e una distribuzione iniziale, diciamo G,;

* per i risultati precedenti, G, pud essere approssimata mediante una mistura finita di
distribuzioni di Dirichlet, con grado di approssimazione arbitrario; si pud anche mostrare
che ad essa corrisponde una data mistura di distribuzioni di Dirichlet, diciamo m ,, che
approssima . con precisione arbitraria;




* infine, si pud mostrare che
d(m, ) < d(m, o) + d(me, Tay)

e poiche’ il membro di destra pud essere piccolo a piacere, si ha che I'iniziale 7 pud es-
sere approssimata (nella metrica di Prokhorov) con una mistura di Dirichet esplicitamente
costruita, con precisione arbitraria.

In effetti, il concetto di distribuzioni iniziali "vicine” pud anche essere inteso come "vi-
cinanza” delle corrispondenti distribuzioni finali, o delle distribuzioni predittive (si veda
per esempio in Dalal e Hall, 1983; Krasker, 1984; Andreev e Arjas, 1996). Regazzini e
Sazonov mostrano anche che, se le misure di probabilita iniziali 7, ,, costruite secondo lo
schema da essi proposto, convergono debolmente ad una iniziale 7, allora la successione
delle distribuzioni finali dedotte dalle m), converge debolmente alla finale dedotta da =
(fornendo una stima dell’errore di approssimazione, sotto ulteriori ipotesi). Tali risultati
forniscono un metodo per esprimere opinioni iniziali in ambito bayesiano nonparametrico
e per approssimare la distribuzione predittiva (nel senso della distanza variazionale) e la
distribuzione finale di funzionali del tipo [ %dF (nella metrica di Levy).

(c) Iniziali nonparametriche basate su polinomi.

La proposta di Regazzini e Sazonov e’ come si e’ visto molto generale; in sostanza, essi
mostrano che qualunque opinione iniziale su una misura di probabilita aleatoria puo essere
espressa mediante una distribuzione iniziale del tipo (3), purche’ si sia in grado di esprimere
la probabilita iniziale dei piccoli ipercubi A,. Una versione preliminare della proposta di
Regazzini e Sazonov pud essere quella di approssimare la distribuzione iniziale # mediante
polinomi di Bernstein.

Una proposta per costruire iniziali nonparametriche, che fa anch'essa uso dei polinomi di
Bernstein, e' suggerita da Petrone [9]. La differenza e’ che Petrone suggerisce di descrivere
non Viniziale ma il modello F come un polinomio di Bernstein (aleatorio). Il lavoro di Petrone
si limita al caso di spazio campionario X = [0, 1], ma sono possibili generalizzazioni, anche
per dati multidimensionali (si veda Epifani, 1999). Poiche’ assegnare una distribuzione di
probabilita iniziale sulla classe A[0,1] di tutte le funzioni di ripartizione su [0, 1] ¢’ difficile,
V'idea e’ di descrivere la funzione di ripartizione come un polinomio di Bernstein, e quindi
probabilizzare i coefficienti e l'ordine del polinomio, ottenendo un polinomio aleatorio. Si
pud mostrare che la costruzione e’ generale, ovvero fornisce una legge di probabilita che ha
come supporto A[0, 1], sfruttando il fatto che ogni funzione di ripartizione su [0,1} pud es-
sere approssimata mediante un polinomio di Bernstein. La scelta dei polinomi di Bernstein
rispetto ad altri polinomi e’ interessante perche’ essi hanno una natura probabilistica; infatti,
il polinomio di Bernstein di ordine k che approssima una funzione di ripartizione F (z) ¢
definito da B(z; k, F) = E(F(Y/k)), dove ¥ ha distribuzione binomiale di parametri k e z.
Si pud mostrare che se F ¢’ una funzione di ripartizione (con F(0) = 0), anche B(z; k, F)
¢ una funzione di ripartizione (assolutamente continua) su [0, 1]; la densitd di B(z;k, F)
risulta essere una combinazine lineare finita di densitd beta di parametri fissati. Cio collega
la proposta con l'idea di descrivere il modello statistico come una combinazione lineare di
funzioni base, tecnica utilizzata in letteratura nella stima di densita e nella regressione non
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trica. L'utilizzo dei polinomi di Bernstein aleatori permette di introdurre incertezza
pa'rarneHiréiC:r;ti e sul numero di termini della mistura (che corrisponde al parametro di lis-
s Cz:to) e di fare inferenza su di essi mediante il calcolo della loro distribuzione finale (si
ciam
veda Petrone, [8]).

4 Determinazione della distribuzione finale e della dis-
tribuzione di funzionali.

Nell'impostazione bayesiana, il problema inferenziale e’ r

finale del parametro di interesse, o di una sua sintesi ¢
danno assegnata.

In ambito non parametrico, quindi, una volta assegnata la distribuzione iniziale sul
parametro infinito dimensionale, si dovra calcolare la distribuzione finale. Purtroppo, non
sempre tale calcolo e’ agevole. Una ragione della popolarita del processo di Dir

isolto nel calcolo della distribuzione
alcolata in base ad una funzione di

glornamento corrispondente; infatti, e’ noto che, se F' e’ un processo di Dirichl
@, allora, subordinatamente ad up campione X;,..., X, da F,lafinaledi
cesso di Dirichlet, di parametro o +nF,, dove F, ¢
alla funzione di ripartizione empirica di (Xj,...
Dirichlet si presentano difficoltd computazionali, per esempio nel calcolo della distribuzioni
di funzionali della F (questo problema sara trattato nel seguito del paragrafo).

Le difficoltd computazionali POSsono essere risolte essenzialmente secondo tre vie: for-

nendo una approssimazione numerica; mediante simulazione stocastica; fornendo delle ap-
prossimazioni asintotiche.

et di parametro
€’ ancora un pro-
la misura di probabilita corrispondente
y Xn). Tuttavia, anche per il processo di

Approssimazione numerica. Una approssimazione numerica, con errore dj approssi-
mazione assegnato a piacere, pud essere ottenuta utilizzando la tecnica dj Regazzini e Sazonov
[2e 3] Tuttavia, tale possibility sembra per ora pill teorica che pratica, in quanto richiede
di calcolare una somma sy un numero di componenti molto elevato, pari al numero dj piccoli

Ipercubi utilizzati. Tale procedura e’ illustrata da Guglielmi e Melilli [5] per dati dicotomici
parzialmente scambiabili.

Simulazione stocastica. Un'ampia discussione della possibilitd di
ferenze bayesiane in ambito honparametrico mediante tecniche dj simulazione e’ contenuta
in un recente lavoro di Walker et al. (1998). Le tecniche suggerite sono essenzialmente
di tipo Monte Carlo, o Monte Carlo basato su catene di Markov (MCMC). Petrone ([8] e
[9]) suggerisce un algoritmo di tipo MCMC per approssimare la fi

approssimare le in-

nale (e suoj funzionali)

mero di componenti aleatori. Come ¢’ noto, nei modelli mistura la forma analitica della
verosimiglianza e’ complicata, e questo rende difficile il calcolo della distribuzione finale.
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Inoltre, quando il numero di componenti della mistura e’ incognito, e’ difficile utilizzare gl
usuali algoritmi di tipo MCMC, poiche’ la dimensione dello spazio parametrico ”"cambia”
al variare del numero di componenti. Tale problema e’ usualmente risolto utilizzando algo-
ritmi di tipo reversidle jump MCMC (Green, 1995); Petrone propone invece una piu attenta
parametrizzazione, che consente di utilizzare un algoritmo di tipo Monte Carlo con variabili
ausiliarie.

Approssimazione asintotica. Le tecniche di simulazione consentono dunque di approssi-
mare la distribuzione finale in molte situazioni. Tuttavia, se I'ampiezza campionaria e’ ele-
vata, tali tecniche possono risultare computazionalmente molto onerose. Ci sembra allora im-
portante fornire delle approssimazioni asintotiche. In ambito parametrico, un noto risultato
¢' il teorema di Bernstein-Von Mises, che stabilisce, sotto opportune condizioni, la normalita
asintotica della distribuzione finale del parametro #. In ambito non parametrico, avendo
un parametro infinito-dimensionale, occorrera stabilire una versione infinito-dimensionale di
tale teorema; ovvero, dimostrare la convergenza della legge di probabilita finale ad un pro-
cesso gaussiano. Nella letteratura bayesiana non parametrica non vi e' stata finora molta
attenzione ai problemi asintotici. Alcuni lavori considerano il problema della consistenza
della distribuzione finale (si vedano per esempio Diaconis e Freedman, 1986; Ghosal et al.,
1997; Shen e Wasserman, 1998). La normalitd asintotica in ambito non parametrico e’ stata
studiata da Lo (1983) per il processo di Dirichlet, e da Cox (1993), Diaconis e Freedman
(1997), Conti [1]. Conti 1] propone una analisi bayesiana nonparametrica per un problema
di studio delle code. Nel modello di Conti, non vengono formulate ipotesi parametriche sulla
distribuzione del tempo di servizio, che si suppone retta da un processo di Dirichlet. In
particolare, si ' interessati alla funzione generatrice di probabilita W della distribuzione
del tempo d’attesa di equilibrio. Purtroppo, non si riesce a determinare analiticamente
la legge di probabilita finale di W; la proposta di Conti e’ di utilizzare una sua approssi-
mazione asintotica, giustificata anche dal fatto che, in tale tipo di applicazioni, I'ampiezza
campionaria e’ solitamente elevata. Viene quindi fornito un risultato di tipo Bernstein-von
Mises infinito-dimensionale, che mostra la convergenza della finale di una opportuna versione
standardizzata di W ad un processo gaussiano.

4.1 Distribuzione della media di un processo di Dirichlet.

In molte circostanze e’ interessante studiare la distribuzione del funzionale 'y = [ zF(dz),
dove F e’ un processo di Dirichlet di parametro a.

L’espressione analitica della distribuzione di 'y e’ stata ricavata da Cifarelli e Regazzini
(1990). Precisamente, tali autori ricavano la trasformata generalizzata di Stieltjes di ', e
dall’inversione della trasformata ottengono P'espressione della distribuzione. Un modo piu
diretto di quello seguito da Cifarelli e Regazzini e’ stato proposto da Guglielmi (1998a)
sfruttando la caratterizzazione del processo di Dirichlet data da Sethuraman (1994). '

Regazzini [10] suggerisce un diverso procedimento per ottenere la trasformata di Stieltjes,
a partire da un risultato di Carlson (1977) che mostra come alcune importanti funzioni spe-
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ciali possano essere rappresentate come Dirichlet averages, cioe’ come medie di date funzioni
elementari rispetto ad una distribuzione di Dirichlet. Regazzini mostra che la trasformata di
Stieltjes di I, pud essere rappresentata come una Dirichlet averege rispetto alla misura di
Dirichlet infinito-dimensionale. I passaggio dal finito-dimensionale all'infinito-dimensionale
e’ effettuato mediante una tecnica di approssimazione. La tecnica di Carlson ha relazioni
con le funzioni di Lauricella, e cid consente a Regazzini di utilizzare la teoria delle funzioni
di Lauricella per ottenere una nuova rappresentazione della trasformata di Stieltjes di I',, e
di ottenere in modo piil semplice e diretto i risultati inerenti alla distribuzione di I',,.

Purtroppo, la distribuzione di I'q non ¢’ facile da valutare numericamente. Per tale mo-
tivo, ne sono state proposte diverse approssimazioni. Muliere e Secchi (1996) hanno suggerito
una procedura di bootstrap detta "bootstrap bayesiano proprio”. Guglielmi ( 1998b) ha pro-

processo di Dirichlet con parametro di supporto finito. Due ulteriori proposte, basate su due
diverse costruzioni del processo di Dirichlet, sono suggerite da Muliere e Tardells (1998) e
Guglielmi [3]. Muliere e Tardella si basano sulla costruzione di Sethuraman (1994); Guglielmi
su quella data da Feighin e Tweedie (1989). Sia P, un processo di Dirichlet di parametro

@. La costruzione di Sethuraman puo essere scritta come Fa() = T2, pidx, (), dove §z

indica la misura di probabilitd degenere in La=1l-Y,p=01- Y;)Yii-W,5> &
X; e Y} sono v.a. indipendenti; X; ha distribuzione a(-)/a(R) e Y; ha distribuzione beta
di parametri (o(R), 1), B(-;(R),1). Muliere e Tardella (1998) definiscono una misura dj
probabilita aleatoria P, che e’ Ia somma di n, termini della serie (assegnando la restante
massa di probabilitd ad un punto aleatorio), dove n, ¢’ una v.a. che introduce quindi una
regola di arresto. La procedura di approssimazione proposta consiste nel generare campioni
Monte Carlo di P,, per ciascuno dei quali viene valutato il funzionale di P, di interesse; la
distribuzione empirica dei campioni Monte Carlo del funzionale cosl ottenuti approssima la
distribuzione di probabilita de] funzionale.

La proposta di Guglielmi 3] utilizza invece la costruzione del processo di Dirichlet dj
Feigin e Tweedie (1989). Sia {(Xa, ¥)n = 1,2,...} una successione di vettori aleatori
indipendenti e identicamente distribuiti, tali che X, e ¥, sono indipendenti, X, ~ af(.) [a(R)
e Yo ~ B(a(R),1). Sia P, una misura di probabilita su R e Py=(1-Y,)bx + Y.P,_1 per
n 2 1; allora, {P,,n > 0} e una catena di Markov la cui distribuzione invariante ¢' up
processo di Dirichlet di parametro o, Inoltre, la successione delle medie

I, = f:chn(dx) = S, 4720

costituisce anch’essa una catena markoviana che sotto condizioni dj regolaritd ha come dis-
tribuzione invariante la legge di probabilita Te di [y = JzdPo(z). Guglielmi studia la
convergenza della catena markoviana s, fornendo un confine quantitativo per la distanza
variazionale fra la legge di probabilits di [, e la distribuzione stazionaria r,, dato il valore
iniziale I'y. Propone quindi di approssimare la legge di probabilita 7, della media I’y con la
distribuzione empirica di un campione estratto da I',,.

La
di
as
per
pat
pat
Fin
din
con

di1
dell
sect
bili

suC
pitl

suce
dir
solo

per
ripa
a(F
mist
dett:

che ¢
T Sig
rie {
prod
di (J
dipe



57

5 Strutture di dipendenza piut complesse: scambiabili-
ta parziale

La scambiabilita e’ lo schema di base nell'inferenza bayesiana, e corrisponde alla situazione
di esperimenti omogenei. In molte applicazioni, tuttavia, pud essere pili realistico pensare
a strutture di dipendenza pil complesse fra le osservazioni. Nel caso di dati eterogenei,
per esempio, si pud ritenere appropriata un'ipotesi di scambiabilitd parziale. In questo
paragrafo discuteremo alcune proposte relative all’analisi bayesiana non parametrica di dati
parzialmente scambiabili. La nozione di scambiabilita parziale e’ stata introdotta da de
Finetti (1938) e ripresa, da una diversa angolazione, da Diaconis e Freedman (1980). Si puo
dimostrare che la definizione di scambiabilita parziale di Diaconis e Freedman (unita ad una
condizione di ricorrenza) e’ equivalente a quella di de Finetti (Regazzini et al., 1999).

Analogamente a quanto fatto nel caso di successioni scambiabili, daremo ora i teoremi
di rappresentazione per successioni parzialmente scambiabili, discutendo quindi il problema
dell’assegnazione della legge di probabilita iniziale, secondo I'approccio previsivo diretto e
secondo I'approccio indiretto. Un problema nuovo che si pone nel caso di parziale scambia-
bilitd e’ come vedremo lo studio dei legami di dipendenza fra i gruppi.

Parziale scambiabilitd alla de Finetti. Sia X = {Xym, n=1,2,...;m=1,2,...,k} una
successione di variabili aleatorie a valori in X C R (si potrebbe tuttavia considerare il caso
piti generale di uno spazio polacco). La successione X si dice parzialmente scambiabile se le
successioni {X,1},...,{Xnk} sono ognuna una successione scambiabile. In base al teorema
di rappresentazione (de Finetti, 1937; Regazzini, 1991), X e’ parzialmente scambiabile se e
solo se la sua legge di probabilitd pud essere espressa come ‘

P(X1 1 < T11y--- ,Xﬂl,l S Tpydy--- 1X1,k S T1ky-- -yXuk,k S xm.k) =

f HF1 zis)e+ T Fulaa) (@R, .. dF) (4)

i=1
per ogni (T4, Zn,k) € N1, ..., 7% > 1. Inoltre, la successione dei vettori delle funzioni di
ripartizione empiriche (Fp1,. .., Fnx) (dove Fy j(z) = Z@J‘%”(E—“’—)), converge debolmente

a (F,..., Ft). Lalegge di probabilitd = ¢’ la legge di probabilita di (R, ..., F), ed ¢’ detta
misura di de Finetti della successione X, o distribuzione iniziale. La realizzazione di F'J e’
detta modello statistico del gruppo j-mo, j =1,2,...,k.

Il problema che si pone €' come assegnare la legge di probabilita iniziale 7, tenendo conto
che essa stabilisce il legame di dipendenza fra i gruppi. In ambito non parametrico, assegnare
7 significa assegnare una legge di probabilita al vettore di funzioni di ripartizione aleato-

rie (F},..., Fi). Cifarelli e Regazzini (1978) hanno proposto una iniziale detta mistura di
prodotti dl processi di Dirichlet. Essa consiste essenzialmente nell’assegnare la distribuzione
di (F 1y - - Fk) in modo gerarchico, assumendo che Fl, ¥ Fk siano condizionatamente in-

dipendent1 dato un vettore di parametri 8 = (y,...,6), con (Fj | 8) ~ D(ay,), cioe’ un
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processo di Dirichlet di parametro oy ; ¢ e’ un parametro aleatorio con funzione di ripar-
tizione H cos’i che

_ ~ k
(Fry.. ) NJIJD(agj}H{dﬁ).

Guglielmi e Melilli [5] hanno mostrato che ogni distribuzione iniziale per successioni
parzialmente scambiabili pud essere approssimata da una mistura di prodotti di misure di
Dirichlet. La costruzione di tale mistura si basa sui risultati di Regazzini e Sazonov [12]
e {13]. Precisamente, Guglielmi e Melilli costruiscono, data una qualunque iniziale 7 ed
€ > 0, una mistura di prodotti di misure di Dirichlet che approssima « (nella metrica di
Prohorov), con errore minore di €. Consideriamo in particolare il caso di due successioni
parzialmente scambiabili {X,,¥,,n > 1} a valori {0;1}; il teorema di rappresentazione
consente di scrivere:

P(XI:"zh"‘:an =In1,Yl:.Ul;---:};u:yng}:

it g n n2 n
~ Joap 6= (1 — g, Eih = gl (1 — gy TiE s n(dgy, dy) (5)
0.1 ‘
In questo caso, la distribuzione iniziale approssimante proposta da Guglielmi e Melilli co-
incide con il polinomio di Bernstein sul quadrato unitario [0, 1]* che approssima n. Questa

costruzione si pud estendere al caso generale di spazio campionario polacco.

Parziale scambiabilite alla Diaconis e Freedman. Sia X = {Xl, X,,...} una successione
di numeri aleatori a valori in un insieme numerabile I che chiameremo spazio degli stati. Sia

o = (2o, Z1,...,Ts) una stringa finita di elementi di I e ¢;;(¢) il numero di transizioni da i
ajino perognit,jel
Introduciamo la seguente relazione di equivalenza. Se 0 = (zg,...,Zn) € ¢ = (Yo, -, Un)

sono due stringhe finite, diciamo che ¢ e’ equivalente a ¢ se ¢ e ¢ hanno lo stesso ele-
mento iniziale e ¢;;(0) = t;;(#), per ogni 7,j € I. Ad esempio, le stringhe (0,1,2,0,1,0) e
(0,1,0,1, 2,0} sono equivalenti.

La successione X si dice parzialmente scambiabile alla Diaconis e Freedman se vale

P(XQZIG,...,Xn=JIn)=P(X0:yo,,..,Xn2yﬂ)

per ogni coppia di stringhe equivalenti o e ¢. Diaconis e Freedman (1980) forniscono il
seguente teorema di rappresentazione. Supponiamo che la successione X sia ricorrente, ossia
che P(X, = zo perinfinitin) = 1. Allora, la successione ricorrente X e’ parzialmente
scambiabile alla Diaconis e Freedman se e solo se e’ una mistura di catene di Markov; cioe’,
esiste una misura 7 sull’insieme P delle matrici stocastiche su I x I tale che per ognin > 1
e per ogni (Tg, T1,-..,Tn) € I"*! vale

P(Xo=2g,..., Xn = 22) = [;[:I 5(z;,3541)7(ds) . (6)
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In altre parole, condizionatamente alla matrice di transizione s, X e’ una catena di Markov
con matrice di transizione s. La distribuzione iniziale w di s pud essere caratterizzata in
termini puramente previsivi; per esempio, Muliere, Secchi and Walker [6] hanno proposto
uno schema d’urna detto processo d’urna rinforzato che genera misture di catene di Markov
tali che la legge di s e’ il prodotto di processi di Dirichlet. E' possibile pensare ad una esten-
sione di tale risultato rendendo aleatoria la composizione dell'urna, che porti a caratterizzare
I'iniziale come mistura di prodotti di processi di Dirichlet. Ci si pud quindi aspettare, sulla
base dei risultati di Guglielmi e Melilli (5] e dell’equivalenza fra la scambiabilita nel senso di
Diaconis e Freedman e di de Finetti, che ogni legge di probabilitd parzialmente scambiabile
per successioni a valori discreti possa essere approssimata mediante un processo d’urna rin-
forzato. Un caso particolare di processi d'urna rinforzati sono i Polya trees (Mauldin et al.,
1992}.

Ilustriamo il processo d’urna rinforzato in un semplice esempio. Sia I = {0,1,...}
e supponiamo di avere una successione di urne contenenti palline bianche e palline nere.
Assumiamo che 'urna zero U(0) contenga solo palline nere e 'urna z—esima U(z), per
z > 1, contenga n,(b) > 0 palline bianche e nz(n) > 0 palline nere. Sia Xy = 0; il processo
X, si muove secondo la seguente legge di moto: se X,y = z, estraiamo una pallina dall’'urna
U(z) e la riponiamo nell’'urna insieme ad una pallina dello stesso colore; quindi, X,, =z +1
se la pallina estratta e’ nera, X, = 0 se la pallina ¢’ bianca. Muliere e Secchi [7] mostrano
che:

* il processo {X,,n > 0} €’ ricorrente se e solo se lim, o [, ﬁ)m =0

* {X,.,n > 0} e parzialmente scambiabile; quindi vale il teorema di rappresentazione di
Diaconis e Freedman (1980);

* se {Xa,n < 0} €’ ricorrente, allora la matrice di transizione 3 nella rappresentazione (6)
e’ tale che: 3(i,%+ 1) =1 - 5(3,0) con probabilitd uno, per ogni i € I; inoltre, § ha elementi
(7, + 1) indipendenti, con 3(4,7 + 1) avente distribuzione beta di parametri (n;(b), n;(n)).

Inoltre, Muliere, Secchi e Walker mostrano che, per dati processi d’urna rinforzati, si
possono definire delle funzioni degli osservabili che risultano essere scambiabili; la misura
di de Finetti di tali successioni scambiabili e’ un processo beta-Stacy (Walker e Muliere,
1997a) o, pilt in generale, un processo neutrale a destra (Doksum, 1974). Con riferimento
all’esempio precedente, definiamo i tempi d’arresto 7, =inf{n > 0 : X, = 0} e per ogni
n>2 1 =inf{n>7_,: X, =0} Perognin > 1, definiamo T,, = X,,_,. Si dimostra
che, se {X,} e ricorrente, la successione {T,,} ¢’ scambiabile, e la misura di de Finetti di
{T,} €’ un processo beta-Stacy.

I processi d’'urna rinforzati hanno applicazioni immediate nell’analisi della sopravvivenza,
e possono essere generalizzati per trattare problemi multistato.

Studio della dipendenza fra 1 gruppi. Come accennato, nel caso di dati parzialmente scam-
biabili la distribuzione iniziale stabilisce il legame di dipendenza fra i gruppi. Ad esempio,
nel caso di successioni di eventi rappresentato dalla (5), se 6, e 6, sono indipendenti, abbia-
mo due gruppi di osservazioni scambiabili al loro interno e indipendenti fra loro; all’estremo
opposto, se la distribuzione di {6, 8;) e’ tale che &, = 8, con probabilitd uno, si ritorna alla
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scambiabilita totale.

Nel caso pil generale (4) (in cui assumiamo k = 2), si puo allora pensare di misurare
la "distanza” fra la situazione di dipendenza fra le osservazioni indotta da una iniziale 7 e
quella di scambiabilita totale, mediante un indice della differenza fra i modelli F} e Fy. Tale
idea e’ sviluppata da Guglielmi e Melilli [4], che propongono di utilizzare un indice del tipo
I(m) = [ro(F, Fy)dn(Fy, ), dove o(Fy, Fy) € un indice di differenza fra le distribuzioni
Fy e F5, che ¢’ nullo se e solo se F; = F3. Purtroppo, tale indice ¢ difficile da calcolare,
a meno che l'iniziale sia di tipo parametrico. Guglielmi e Melilli propongonoe pertanto un
altro indice, basato sul confronto fra le distribuzioni finito-dimensionali della successione e
quelle di una successione totalmente scambiabile. L’indice proposto risulta anch’esso difficile
da calcolare, poiche’ coinvolge distribuzioni di dimensione elevata. Una proposta alternativa
consiste allora nel confrontare, anziche’ le leggi finito-dimensionali, le distribuzioni di funzioni
significative delle osservazioni. La proposta e’ di considerare a tal fine le distribuzioni di
riassunti esaustivi a fini previsivi.

6 Note e commenti

Nel 1972 D.V. Lindley scriveva : ”"Nonparametric Statistics. This is a subject about which the
Bayesian method s embarassingly silent”. Da allora la statistica bavesiana non parametrica
ha fatto considerevoli passi in avanti sia da un punto di vista teorico, sia da un punto di vista
computazionale {per una recente rassegna si veda Walker et al., 1999). A nostra conoscenza,
la prima precisa formulazione bayesiana di un problema non parametrico fu proposta da
Bruno de Finetti (1935) in un lavoro riguardante il problema della perequazione, ovvero
il problema della sostituzione di una "distribuzione teorica” a dati empirici. Egli propose
due possibili modi per affrontare la questione posta, il secondo dei quali coincide appunto
con cio che oggi €’ noto come impostazione bayesiana non parametrica. De Finetti affronto
il problema all'interno dello schema di scambiabilita , ed €’ questo lo schema di base che
abbiamo adottato in questa relazione per presentare i contributi del gruppo.

All’epoca in cui de Finetti proponeva il procedimento, mancavano completamente pro-
poste di processi che potessero essere utilizzati come distribuzioni iniziali. Le prime dis-
tribuzioni iniziali si devono a Freedman (1963) e Fabius (1964), che introdussero i processi
tailfree. E’ di Rolph (1968). il primo tentativo diretto di costruire misure di probabilita
aleatorie utilizzando i momenti; furono pero i contributi di Ferguson (1973, 1974), sulla base
dei lavori di Fabius (1964), Dubins e Freedman (1965) e Freedman (1965), che diedero un
impulso decisivo alla applicazione delle metologie bayesiane per la soluzione di svariati prob-
lemi di inferenza non parametrica. Ferguson introdusse il processo di Dirichlet come misura
di probabilitd aleatoria su spazi misurabili astratti. '

Dopo Ferguson la letteratura bayesiana non parametrica e’ cresciuta rapidamente e, come
sempre avviene nello sviluppo scientifico, P'esigenza di risolvere nuovi problemi ha portato
all'introduzione di nuovi processi. Antoniak (1974) ha considerato una importante general-

‘izzazione del processo di Dirichlet: la mistura di processi di Dirichlet. Per affrontare prob-

lemi in condizioni di scambiabilitd parziale, Cifarelli e Regazzini (1978) hanno introdotto le
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misture di prodotti di processi di Dirichlet; tali processi sono stati utilizzati in numerose ap-
plicazioni: nel modello lineare (Cifarelli, Muliere e Scarsini, 1981), nell’analisi della varianza
(Cifarelli, 1979; Muliere e Scarsini, 1983), nell'analisi discriminante (Consonni, 1981), nella
determinazione della dose massima di un farmaco (Muliere e Petrone, 1993), nella cluster
analysis bayesiana (Petrone e Raftery, 1997).

Una importante e ricca classe di priors e’ data dai processi "neutrali a destra” (Doksum
(1974). Molti processi ben noti appartengono a questa classe: il processo omogeneo semplice
(Ferguson e Phadia, 1979), il processo di Dirichlet, il processo gamma (Ferguson, 1974).
Recentemente e’ stato introdotto il processo beta-Stacy (Walker e Muliere, 19974), che ¢’ un
processo neutrale a destra che generalizza i precedenti. Tali processi sono particolarmente
utili nell’analisi della sopravvivenza, dove in generale ci si trova di fronte a dati censurati.

[ processi neutrali a destra sono caratterizzati mediante i processi di Levy ad incrementi
indipendenti. Per alcune applicazioni si veda Kalbfleisch (1978), Laud et al. (1998). I
processi ad incrementi indipendenti possono essere utilizzati anche per modellare funzioni
diverse dalla funzione di ripartizione. Hjort (1990) ha introdotto il processo Beta per model-
lare la funzione di hazard cumulativa. Dykstra e Laud (1981) hanno proposto di modellare
il monotone hazard rate non parametricamente utilizzando il processo gamma esteso e Arjas
a Gasbarra (1994) hanno sviluppato altri processi per modellare hazard rate piecewise.

Un posto di rilievo hanno infine le misure di probabilita aleatorie costruite a partire da
alcuni schemi d’urna (del tipo Polya). Contributi recenti in questa direzione sono le proposte
di Mauldin et al. (1992) e Lavine (1992,1994), che hanno introdotto i Polya trees. Sulla
stessa linea di ricerca si colloca il lavoro di Muliere, Secchi e Walker[6], che hanno proposto i
processi d’urna rinforzati quale generalizzazione dei Polya trees (si veda il paragrafo 5). Tali
processi hanno notevoli possibilita applicative nell’analisi della sopravvivenza. Una diversa
generalizzazione dei Polya trees e' dovuta a Monticino (1997) che ha introdotto i cosidetti
trees exchangeable processes.

Una distribuzione iniziale nonparametrica basata su polinomi, che seleziona funzioni di
ripartizione continue, ¢’ stata proposta da Petrone ([9); si veda il paragrafo 3).
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