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1. PREMESSA

In questo lavoro discutiamo, in maniera che ci pare sufficientemente
generale, delle trasformate integrali. Siamo dell’idea che questo strumento
‘possa ©€ssere efficacemente utilizzato per affrontare numerosi problemi
statistici ¢ non, Spesso con vantaggi di semplicita e di chiarezza. Per una
efficace disamina delle motivazioni che rendono rilevante I’uso di trasfor-
mate integrali in Statistica rinviamo a Springer (1979). Ci limitiamo qui

a citare un paio tra le piu note possibilita applicative di carattere sta-
tistico:

1) La distribuzione di probabilita di funzioni campionarie, impor-
tanti in molte questioni di inferenza statistica, pud essere utilmente otte-
nuta attraverso trasformate integrali. Il caso pitt semplice € la ricerca

-

(%) Lavoro eseguito nel’ambito dello GNAFA-CNR con il parziale contributo
del Ministero della Pubblica Istruzione.

(@) Istituto di Metodi Quantitativi, Universita Bocconi, Milano.

@) Istituto di Scienze Economiche e Statistiche, Universita degli Studi di Pavia.
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della distribuzione della media aritmetica campionaria che si pud facil-
mente ottenere tramite la trasformata di Laplace-Fourier.

La distribuzione della media geometrica campionaria (interessante,
ad esempio, a proposito di numeri indici) & ottenibile invece attraverso

la trasformata di Mellin.

2) Tra i molti utilizzabili, il metodo che ci pare piu diretto e piu
semplice per ottenere le distribuzioni di ¢, F e chi-quadro utilizza ancora
trasformate integrali: di Mellin per ¢ e F, di Laplace-Fourier per chi-

quadro.
Questi esempi, come molti altri che si potrebbero fare, si fondano,

- com’¢ ovvio, sulla possibilita di descrivere attraverso la trasformata di

Laplace-Fourier la distribuzione della somma o della differenza di varia-
bili aleatorie e attraverso la trasformata di Mellin la distribuzione del
prodotto e del quoziente di variabili aleatorie.

Vale la pena di sottolineare che problemi riconducibili a somme,
differenze, prodotti e quozienti di variabili aleatorie sono frequenti anche
in ambiti non statistici. Un esempio classico rignarda I’affidabilitd di un
sistema formato da n sottosistemi collegati in serie: si veda in proposito,
ad esempio, Springer ¢ Thompson (1967), (1968). Applicazioni di carat-
tere economico si possono trovare, tra gli altri, in Mandelbrot (1961) ed
Hill e Buck (1974), applicazioni di carattere ingegneristico in Webb
(1965) ed una interessante applicazione di natura finanziaria in Stelson
(1956).

Nella teoria delle decisioni si definisce utilitd attesa di un risultato
aleatorio:

/u(x, a) d F (x)
essendo u la funzione d’utilitd prescelta che pud dipendere da un para-
metro a ed F la funzione di ripartizione del risultato aleatorio. Tale uti-
lita attesa altri non € se non una trasformata integrale della funzione di
ripartizione F.
In Matematica finanziaria, dove gli esempi potrebbero essere moltis-
simi, il valore attuale medio di un capitale C con scadenza aleatoria &:

/Cq)(t,oc)dG(t)

B

dove ¢ ¢ il fattore di sconto impiegato dipendente da un parametro che
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spesso ha la natura di tasso ¢ G ¢ la funzione di ripartizione della sca-
denza. Anche tale valore attuale ¢ una trasformata integrale.

Gli esempi ed i riferimenti potrebbero continuare: tutte le volte che
interessi discutere di una variabile aleatoria ottenuta con operazioni su
altre variabili aleatorie si pud far ricorso a trasformate integrali, spesso
con vantaggi di semplicita e di naturalezza.

Scopo del nostro lavoro & di affrontare in maniera unitaria e gene-
rale questo tema. Pur non presentando qui delle reali applicazioni, sulle
quali peraltro ci ripromettiamo di soffermarci quanto prima, ci pare il
caso di fare qualche considerazione di fondo sulle possibilita applicative:

(i) Spesso il problema suggerisce, o impone, il tipo di operazioni
da effettuare sulle variabili aleatorie. In tal caso ci si chiede se esistono,
ed in caso affermativo quali sono, trasformate integrali compatibili con
tali operazioni.

(if) Talvolta invece il problema suggerisce il tipo di trasformate
integrali da utilizzare, tipicamente perché si prestano ad una immediata
interpretazione. Ci si pud chiedere allora se vi sono, e quali siano, le
operazioni sulle variabili aleatorie compatibili con tali trasformate.

A simili domande abbiamo cercato di fornire risposte.

Vogliamo da ultimo rilevare esplicitamente la notevole importanza
delle trasformate delle funzioni di ripartizione di variabili aleatorie de-
generi che non sono altro che il «nucleo » delle trasformate integrali.

Da questo lavoro emerge, come del resto ¢ naturale, che vi sono
intimi legami tra il tipo di operazioni ed il nucleo delle trasformate che
si possono esplicitamente cogliere in maniera immediata proprio nelle
trasformate delle funzioni di ripartizione di variabili aleatorie degeneri.
11 problema della scelta del nucleo ¢ da tempo presente in letteratura ed
¢ stato affrontato da diversi autori: Lukacs (1970), Savage (1971) e pa-
recchi altri.

Lo schema del lavoro & il seguente. Nel n. 2 presenteremo le defi-
nizioni di base e formuleremo il problema che si traduce in una equa-
zione funzionale. Nel n. 3 ne daremo una soluzione accompagnandola
con alcune osservazioni e proporremo anche una possibile generalizza-
zione (n. 4). Nel n. 5 risolveremo compiutamente il problema iniziale
sfruttando la linearitd delle trasformate integrali. Dopo aver presentato
alcuni esempi (n. 6), nel n. 7 mostreremo come si possanc facilmente

riottenere alcuni risultati nostri e di altri Autori.
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2. DEFINIZIONI DI BASE E FORMULAZIONE DEL PROBLEMA

Sia X una variabile aleatoria (v.a.) unidimensionale a valori in un
intervallo 4 C R e sia F la sua funzione di ripartizione (f.r.). Sia an-
cora S un insieme arbitrario ma non vuoto () e G una funzione, a va-
lori reali o complessi, definita su 4 X §.

Chiamiamo trasformata integrale (o brevemente trasformata) di F
con nucleo G la funzione di s:

fX(s):fG(x,s)dF(x) seS

_ A
quando Dintegrale esista (finito) per qualche se S .

Diciamo A’ I’insieme dei valori assunti dalla trasformata. Nel se-
guito ci limiteremo ai casi nei quali vi sia corrispondenza biunivoca tra
trasformata e f.r.

Vale la pena di osservare che non abbiamo richiesto né che la tra-
sformata esista per ogni f.r. né che, esistendo, sia definita per ogni seS.
Cid potra in molti casi essere giudicato opportuno ma non ci pare logi-
camente necessario in generale. La corrispondenza biunivoca della quale
abbiamo detto va dunque intesa limitatamente ai casi nei quali la tra-

sformata esiste.
Facciamo subito rilevare che la trasformata della f.r. di una v.a.

degenere in x (cio¢ tale che F(z) =0 per t<<x ¢ F(t) =1 per t = x)

non & altro che G (x,s).
Il nucleo appare dunque come la trasformata della f.r. di una ge-

nerica v.a. degenere (?) e permette di intendere la trasformata di ogni F
come la media, con funzioni dei pesi F, delle trasformate delle f.r. di

v.a. degeneri:

fx(s) = E(G(X,59))
Consideriamo ora due operazioni che indicheremo con:

aob=14{(,bd)
a* b= T(a;b)

rispettivamente definite per ogni a,be 4 e per ogni a,be A".

(Y Risultano particolarmente interessanti i casi S=R,S = C, S = R" ma prefe-
riamo pensare, almeno in sede di impostazione generale, a S come arbitrario.

(®) Il fatto che G sia definita su 4 X S consente di affermare che la trasformata
di fr. di v.a. degeneri esiste sempre ed & definita per ogni se S.
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Utilizzeremo la prima operazione su v.a. indipendenti: X o ¥ = ¢ (X,
Y) € cosi la v.a. ottenuta componendo, tramite 0, le due va.X e Y:
Utilizzeremo invece la seconda sulle trasformate.

La domanda alla quale intendiamo fornire una risposta € la seguente:

esistono terne di trasformate f7, 77 £ tali che:
ORI HOMAIOR o
cio¢ tali che la trasformata della fir. di Xo ¥ si puo ottenere dalla sem-

plice conoscenza delle due trasformate (eventualmente con diverso nucleo)
delle fr. di X e di Y ?

3. SOLUZIONE DELL’EQUAZIONE FUNZIONALE NELLA' QUALE SI PUO’ RIASSU-
MERE IL PROBLEMA NEL CASO DI F.R. DI V.A. DEGENERI

Per le cose dette nel n. 2 possiamo iniziare con I’occuparci delle
fir. di v.a. degeneri, cioé dei nuclei delle trasformate, scrivendo in luogo
della (1):

Gi(x0y,s) = Gy(x,5)* Gy (y,s) x,yed,seS (2
essendo Gy, G,, G; i nuclei rispettivamente di A o

La (2) si puo riscrivere:

G4 (x,2),5) =T(Gy(x,5), Gy (»,)) 3)
ed in questa forma & nota come « equazione generalizzata della distri-
butivita » (3).

Il problema posto (relativamente alle f.r. di v.a. degeneri) ¢ dunque
equivalente a fornire un sistema di soluzioni della (3).

Sfruttando noti risultati sull’equazione generalizzata della distribu-
tivitd, possiamo dare il seguente:

TEOREMA. Un sistema di soluzioni della (3) é:
GL(x,8) =1(x(s)g " )+ B+ v(s)
b(x,») =gth(x)+ k()
T(x,y) =1(mx) + n(y) 4)
Gy (x,8) = m " («(s) h(x) + B (s))
Gy (x,5) = n"" (a () k (x) + v (s))

(*) Si possono vedere in proposito: Hosszii (1959), Belousov-Hosszii (1965), Aczél
(1966), Belousov (1968), Stehling (1978), Lundberg (1982), (1985).
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dove g, h,k,l,m,n sono arbitraric funzioni strettamente monotone €
«, B,y sono funzioni del tutto arbitrarie.
Per di pin le (4) rappresentano l’un

valgono le seguenti ipotesi:

ico sistema di soluzioni locali se

() S = R oppure S = R";

(i) G,, Gy, Gs e T sono funzioni reali differenziabili con continuita
per s #0;

(ii1) aT/ax¢0,aT/ay_—,1&0,9G,-/ax7é0per i=152:04

(iv) G, (x,0) e Gs( y,0) sono costanti;

(V) Gy(x,¢)=12,G3 (y,c) = u hanno un’unica soluzione in x e
iny per c %0

a patto di restringersi a funzioni g, h,k, I,m,n,o,B,Y differenziabili
con continuita e purché inoltre sia o 0)=0.

La prima parte del Teorema si pud provare per semp
zione; per la seconda (unicitd) rinviamo ad Aczél (1966), pagg. 333 ¢

seguenti.

lice sostitu-

4. ALCUNE OSSERVAZIONI SUL SISTEMA DI SOLUZIONI DELL’EQUAZIONE FUN-

ZIONALE

Nel sistema (4) di soluzioni della 3):
aob={(a,b)=g @+kd)
a4, b=T,b)=1m@+n®)

o e * come due « somme defor-

b sono trasformati attraverso due
o, tale

possiamo intendere le due operazioni

mate »: in entrambe i due numeri a e
i loro trasformati sono sommati e, da ultim

funzioni monotone,
a funzione monotona.

somma ¢ trasformata ancora tramite un
Si pud anche scrivere:

g (@aob)=h @+ k® )
I @eb)y=m@+n®

G, , G, le sci trasfor:

Nel sistema (4) di soluzioni si ritrovano in Gy,
Precisamente in G

mazioni (tre per o e tre per ») appena incontrate.
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compaiono le due (g e /) operanti sui « risultati », in G, le due (m e n)
operanti sui « primi addendi » ed in G, le due (n e k) operanti sui « se-

condi addendi ».
La cosa ¢ ancora pill evidente se si scrive:

7Gx, 9)) = a(s) g7 (0) + B + v ()
m (Gy (x,5)) = a () h (x) + B (s) (6)
n(Gg (x,5)) = a(s) k(x) + v (5)
Nella (6) compaiono intatte le sei trasformazioni che si trovano nelle

(5): quelle che compaiono «per colonna» nelle (5) si trovano « per
riga » nelle (6) in ordine inverso.

Se si pone:
' (G) =G,
m (Gy) = G,
n(Gy) = G,

si pud scrivere:

Gy, =g (x,»)) +BE)+ y() =
=a@OGE+EON+LE+ ()=
2@(x,s)+63(xys)

che mostra, in modo diverso, la sottostante struttura additiva.
Quanto detto qui sopra e nel n. 3 consente di risolvere il piu gene-
rale problema che coinvolge n v.a. anziché soltanto due:

esistono trasformate f°, /) %, .. f* tali che:

Iy Xy ) = T (f2, (), 12, (). . ., 2 (5))

P hgrs

cio¢ tali che la trasformata della f.r. di b (X1, X;,..., Xa) si pud otte-
nere dalla semplice conoscenza delle trasformate delle singole f.r. di
Xy, Xp,..., X, dove X;,X,,...,X, sono v.a. unidimensionali indipen-
denti ?

Cio conduce (relativamente a f.r. di v.a. degeneri) alla seguente equa-
zione funzionale:

Go (Y (xy, X,..., Xn),5) = T(Gy(x,5), Gz(xz,s),---,Gn(me))
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Un sistema di soluzioni & il seguente:

Gy, Xg5e e s Xn) = & (hy (%)) + Ny x)+ ... +ha (%))
T (s § R s X)) == BComy () = 1y (Xp) + i T My (Xn))
Go(x,9) = 1) g (®) + aa(¥) +a(s) + ... + an(s))
G; (x,5) = m; (g (s) hs (%) + o (5)) (G=1,2,...,n)
con g, hi,l,m({@=1,2,...,n arbitrarie funzioni strettamente mono-
tone € a; i =0,1,2,...,n) funzioni del tutto arbitrarie.

5. UNA SOLUZIONE DEL PROBLEMA

Le soluzioni del problema che ci siamo posti nel n.2 vanno evi-
dentemente ricercate tra le (4). Le funzioni /, g, m, n, h, k che ivi com-
parivano erano arbitrarie funzioni strettamente monotone s¢ ci si limi-
tava a f.r. di v.a. degeneri. Come vedremo tali non possono piu essere
nel caso di f.r. qualsiasi, vista la linearita di qualunque trasformata in-

tegrale sotto mistura.
Se infatti Z & la v.a. con fir. p Fx+ (1 —p) Fr, mlstura con pesi

pe(l—pO<p<l)di Fy e di Fy, riesce:
f2) = pfx(8) + L —p) fr (¥)
Supponiamo che la fir. di X sia mistura delle f.r. di X; e di X, con
pesi p e 1—p)(0<p<1).In tal caso la fr. di ¢ (X,Y) ¢ mistura,

con gli stessi pesi, delle fir. di. ¢ (X;,Y) e di Y(X,, Y). Per le corri-
spondenti trasformate risulta evidentemente:

fox,r)(8) = pfacx,n () + 1 —p) fox,n(5)

e anche

20 = pf5© + 1= A0

La (1) diventa allora:

wa(X Y)(S) (1 _P)fw(A () = T(Pfx (S) + (1 —‘l’)fx (s)» fY(S)) '

Utilizzando la (1) su fw{XI,Y)(S) g fw( Xz,y)(S), possiamo scrivere

PT(E©), f26) + A —p) T (f5,6), 6D =
— T(pfi () + (1 —p) [%,09). f7(5)
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Posto infine u = f‘%1 &sv=f frz (5), z=fr(s), Pultima uguaglianza
si scrive
PTW,2)+(—pTE,2)=T(pu+0—p)v,7)
che & una versione dell’equazione funzionale di Cauchy avente soluzione:
T(@w,z) =A@ + B u

che, in ipotesi di misurabilitad di 7", & anche I’unica. T & dunque lineare
(affine) nella prima variabile. Ripetendo il ragionamento quando la fur.
di Y sia mistura di due fr., si vede che 7 & lineare (affine) anche nella
seconda variabile e percid: -

T(u,z) = Auz+ Bu+ Cz -+ D
con A, B, C, D costanti arbitrarie.
Per la successiva discussione distinguiamo due casi (4 7 0),A4=0).
I Caso. (4#0).
Possiamo scrivere:
T(x,y) =(@+bx)(c+dy).
Dato che T, secondo la (4), era del tipo
T(x,y) =1(m(x)+ n(y)

possiamo sempre pensare che:

() =" m(x) =log(a+bx);n(y) =log (c + dy);
(x>—alb,y>—c|d)
La (3): |
GL($(x,3),9) = T (Gy(x,9), Gy (¥, 5)
tenuto conto di cid che gia sappiamo di Gy, G,, G5, ¢ e della forma ora

individuata di 7', diventa:

exp (x () g @t () + k() + B() + v () =
= exp (x () & (x) + B () exp (x(s) k () + v ()
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che & soddisfatta per ogni scelta di g, &, k (strettamente monotone) €

s Bs Y
Possiamo d

stro problema ¢ la seguente:
Gy (x,5) = exp (x(s) g () + BE + 1)
G, (x,5) = exp { (& (s) A (x) + B(s) —allb
G, (x,5) = exp {(x(s) k(x) + v(s)—c}ld
¢ (x,9) =gt + k()
T (x,y) = (a+ bx)(c+dy)

unque concludere che in questo caso una risposta al no-

con g, h, k arbitrarie funzioni strettamente monotone, «, B, v funzioni
arbitrarie € a, b, ¢, d costanti arbitrarie (b,d#0).

II Caso. (A =0)
Si ha
T(x,y) =Bx+Cy+D
dove, per evitare banalitd, supporremo B=0,€#%0.
Dato che, secondo la (4), T era del tipo
T(x,y)=1(m(x)+ n()

possiamo sempre prendere
I(x) =x+ D;m(x) =Bx;n(y)=Cy.

La (3) diventa:

() g gh(x+kO)+BE +y6)=
—a(@hE)FBE +a@®k()+ 1.

che & soddisfatta per ogni scelta di g, &, k (strettamente monotone) 3

&: P Y-
In questo caso una risposta al nostro problema ¢:

G,(x,)=0()g ®+BE+vE+D
Gy (x,y) = (1/B) (x(s) h(x) + B ()

Gy (x,y) = (1/C) (x(s) k () + v ()

¢ (x,») =g+ k(1)

T (x,y)=Bx+Cy-+ D
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con g, h, k arbitrarie funzioni strettamente monotone, «, 8, v, funzioni
arbitrarie ¢ B, €, D costanti arbitrarie (B, C £ 0).

Nel caso piu generale indicato al n. 4 & facile ripercorrere la via
indicata giungendo a sistemi di soluzioni analoghi a quelli or ora visti.

Appare evidente che la linearita delle trasformate integrali sotto mi-
stura impone restrizioni sulla operazione ,, ovvero sulla funzione T che
puo essere soltanto del tipo T'(x,y) = Axy -+ Bx + Cy + D. Non vi
sono invece restrizioni sull’operazione o da effettuare sulle v.a. Si pud
osservare che se l’operazione ¢ (x, y) & associativa e rappresentata da:

—1

Y (x) =g (@) +4q0)
con ¢ funzione continua, strettamente monotona e di codominio chiuso
rispetto all’addizione i nuclei delle tre trasformate hanno la stessa strut-

tura.
Vogliamo da ultimo rilevare che, quando la domanda che ci siamo

posti nel n. 3 sia determinata da un problema preciso, pud darsi:

(i) che il problema suggerisca il tipo di operazioni da effettuare
ed in tal caso il sistema (4) indica se vi sono, ed in caso affermativo
quali sono, trasformate compatibili con tali operazioni; oppure:

(@i) che il problema suggerisca il tipo di trasformate da utilizzare
ed in tal caso il sistema (4) indica, se vi sono, le operazioni con esse
compatibili.

Su questi aspetti, rivolti a possibili applicazioni, ci ripromettiamo di
tornare in futuro.

6. ESEMPI CLASSICI E NON

6.1. Si assuma:
Y(x,)=x+y;T(x,y) =xy; A=S=R

cio¢ si voglia che la trasformata della fr. della somma di due v.a. (in-
dipendenti e a valori reali) sia uguale al prodotto delle due trasformate.
Si osservi che la scelta fatta per 7' soddisfa i requisiti riconosciuti come
necessari nel precedente n. 5.
L’ipotesi si pud tradurre nell’imposizione che, nelle (4), sia:
gX)=h(x)=k(x)=x
Ix)=¢€;mx)=n(x) =logx

15



Le tre funzioni G,, G,, G; (nuclei delle trasformate) sono allora:
Gy (x,5) =exp (x(s) x + B (s) + v (5)
Gy (x,5) = exp («x (s) x + B (s))
Gs (x,5) = exp (« (s) x + v (5))
Se poi si chiede che le trasformate coincidano Gi=G,=G;=06)
si vede subito che dev’essere B (s) = y(s) =0 e quindi:

| G (x,s) = exp (« (5) x)

con « funzione reale o complessa di s.
(i) Se « ¢ funzione complessa: « (s) = B (8)+ i A (s) e se si vuole
che G (x,s) sia limitata, essendo:
|G (x,5)| = |exp (B(s) x| - | exp (i 4 (s5) x) |

dev’essere B (s) = 0 per ogni sc R e quindi:

G (x,s5) = exp (i A(5) x)
che ¢, in sostanza, il nucleo della trasformata di Laplace-Fourier. Si veda
in proposito il Teorema 4.6.1 di Lukacs (1970), pag. 100; egli dimostra

altresi che, perché vi sia corrispondenza biunivoca tra trasformate e fir.,
i valori di |4 (s)| devono formare un insieme denso in O, + o).

(i) Se « & funzione reale:
G (x,5) = exp (« () x)

che ¢, in sostanza, il nucleo della usuale funzione generatrice dei mo-
menti.

6.2. Si assuma:
b(x, ) =xy;T(x,))=xy;4d=R,;S=C

cio¢ si voglia che la trasformata della f.r. del prodotto di due v.a. (in-
dipendenti e a valori positivi) sia uguale al prodotto delle trasformate.
Si osservi che, come nell’esempio precedente, T soddisfa i requisiti del

n. 5.
L’ipotesi si pud tradurre in:
gx)=I(x =¢
h(x) =k(x) =m(x) =n(x)=log x
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I nuclei delle trasformate sono allora:

G, (x,5) = exp (a(s) log x + B (s) + v (s)) = B (s) C (s) x*®
G, (x,5) = exp (« (s) log x + B (5)) = B (s) x*®
G; (x,5) = exp(x (s) log x + Y () = C(s) xa(s)

Se si vuole comc1denza tra le tre trasformate (G; = G, = G3 - G),
deve essere B(s) = C(s) = 1 e quindi

G (x,s) = x"®

(i) Se « ¢ una funzione complessa, si ha, in sostanza, il nucleo
della trasformata di Mellin. Con «(s) = s—1 si ha anzi esattamente
la trasformata di Mellin.

(ii) Se « ¢ funzione reale la trasformata non & altro che il mo-
mento di ordine « della sottostante v.a.
6.3. Si assuma:
b(x, ) =y/x;T(x,))=xy;A=Ry;S=C
cio¢ si voglia che la trasformata della f.r. del quoziente di due v.a. (in-

dipendenti e a valori positivi) sia uguale al prodotto delle trasformate.
L’ipotesi si pud tradurre in:

gx)=¢;h (x) =logx; k(x) =—1logx
IxX)=€;mx =n(x) =logx
Le tre funzioni Gy, G,, G5 sono:
Gy (x,5) = exp (a (s) log x + B (s) + v () = B(s) C(s) x*?
Gy (x,5) = exp (« (s) log x + B (s)) = B (s) x
Gs (x,5) = exp (—a (s) log x + v (5)) = C (s) x °©@
6.4. Si assuma:

Vx,»)=x4+y;Tx,»)=x+y;A=S=R

che si puo tradurre in:

gx)=Ix)=hhx)=k@)=mx)=n(x)=x
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Le tre funzioni G,, G,, G, sono allora:
Gi(x,9)=a@)x+ B+ v ()
Gy (x,8) = o (s) x + B (s)
Gs(x,8) = o (s) x + v(s)
Se si vuole la coincidenza tra Gy, Gy, Gy, deve essere B (s) = vi(s) =0
e percio:
G i(xps) = & () x
che mostra come I'unica « trasformata additiva » sia sostanzialmente la

media.

6.5. Si assuma:
4’(%)’)“—‘Xey;T(x,y):xy;A:S:R
che si pud tradurre in:

gx) =€ h (x)=logx;k(x) =x
(X)) =€ ;m(x) =n(x) =log x

Le tre funzioni G,, G,, G, sono allora
Gy (x,5) = exp (x(s) log x + B () + v (5)) = B(s) C (5) x®
Gy (x,5) = exp (« (s) log x + B (5)) = B (s) x*
Gy (x,5) = exp (« () x + v (5)) = C(s) &©*

Con T'(x,y) = x -+ y si sarebbe ottenuto:
Gy (x,5) =a(s)logx + B(s) + v (s)
G, (x,5) = a(s) log x + B (s)
Ga (x,5) = o () x + 1 (s)

6.6. Si assuma:

Xy
bx,))=-"2_: P(x,y) = ;A=R, ;S =R
b (x,) Ly Fid=xy +
che si puo tradurre in:
g =hx)=kx=1/x
I'(x) =€ ;m(x) =n(x) =log x
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Le tre funzioni G, G,, G, sono:
Gy (x, ) = exp («()/x + B(s) + v (s))
Gy (x,5) = exp (e (s)/ x + B ()
Gy (x,8) = exp (« () [ x -+ v (s))

6.7. Si assuma:
Y&, ) =G+ 1" (p>o0)
T(x,y)=xy; A=R,; S=R

che si pud tradurre in:
g =x" h () =k() =
[(x)=¢ ; m@x =n(x) = log x

Le tre funzioni Gy, G,, G, sono aliora:
Gy (x.8) = exp (@ () X° + B (s) + v (5))
Gy (x,5) = exp (« (s) x” + B (s))
G (x,5) = exp ( (s) x* + v (s))

Se T(x,y) = x -+ p si ha:
G (x,9) =a(s)x" + B(s) + y(s)
Gy (x,5) = a(s) x* 4 B (s)
Gs (x,8) = o () x* + v (s)

Questi esempi suggeriscono qualche riflessione:

a) L’operazione o pud essere associativa come negli esempi 6.1,
6.2, 6.4, 6.6, 6.7 0 no come in 6.3 e 6.5. Nella prima eventualitd i nu-
clei delle tre trasformate hanno la stessa struttura e si pud addirittura
imporre che coincidano. Nella seconda eventuality j nuclei sono invece
strutturalmente diversi e non avrebbe senso imporre la loro coincidenza.

b) Dagli esempi 6.1, 6.2, 6.3 appare in maniera evidente come lo
strumento per studiare la distribuzione della somma (o differenza), pro-
dotto o quoziente di v.a. sia una ben precisa trasformata integrale (di
Laplace-Fourier per la somma, di Mellin per il prodotto ed il quoziente)
€ anzi come questi non siano che casi particolari di un unico problema
(si veda, per esempio, Epstein (1948), Hladik (1969), Springer (1979)).

¢) E anche evidente come si possano riproporre gli stessi esempi
qui visti o altri analoghi relativamente a operazioni che coinvolgano n
v.a. il che lascia intravedere altre possibilita applicative dei risultati qui
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presentati, per esempio, alla ricerca di distribuzioni di funzioni campio-
narie (si veda, tra gli altri, Lukacs (1963) Lukacs-Laha (1964), Rama-
chandran (1967) Kagan-Linnik-Rao (1973)).

7. RIOTTENIMENTO DI ALCUNI RISULTATI NOTI

7.1. Castagnoli (1973/1974) ha affrontato il seguente problema: esi-
stono coppie di operazioni o e di trasformate f tali che:
Sxor (8) = fx(s) -fr(s)
cioc tali che la trasformata della v.a. X oY = ¢ (X, Y) sia uguale al pro-
dotto delle due trasformate di X e di ¥ (X ed Y indipendenti)? Si noti
che la scelta fatta di 7" (il prodotto) soddisfa i requisiti indicati nel n. 5.
Con la simbologia del n. 3 si impone che:
() G; = G, = G3 = G che implica:
I =m" (x)=n"(x);8 ) =h(x)=k®x;B=y=0
(ii) T (x,y) = xy che pud tradursi in:
I(x) =€ ;m(x) =n(x) =logx
Dunque il sistema (4) di soluzioni si riduce a:
G(x,) =exp(a(s) g (¥)
Y, ) =g@E@ D+ )

7.2. Castagnoli-Muliere (1984) hanno affrontato il problema dell’esi-
stenza di funzioni G, G,, G;, ¢, T tali che:

EG (X, ) = T(E(G, (X)), E(G;(Y)))
‘In questo caso 1 «nuclei» Gy, G,, G; sono indipendenti da s: cid

fa degenerare in costanti le funzioni «, B, v nelle (4). Sono allora solu-
zioni del problema di Castagnoli-Muliere le seguenti:

I Caso:
Gi(x) =expag  (D+B+7)
Gy(x) =exp{l@h(x)+B)—a}/b
Gs(x) =exp{lak(x)+y)—c}/d
b (x,»9) =g ") + k()
T (x,y)=(@+bx)(c+dy)
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Scritto per semplicitd x in luogo di @ + bx ¢ y in luogodic+ dy
diventano:

T (x,y) =xy

b (x, ) =gC® + k()
G =gprs®

G, (x) =0 M

Gy (x) = P®

II Caso

G(x) =ag N+B+y+D
Gy (x) = (1/B)(ah(x)+ B)
Gs(x) =0/C)(ak(x)+ v)

b (x,») =g+ k)

T (x,9)=Bx+Cy+D

che & come scrivere, con la notazione precedente,

T(x,))=x+y

Y (x,0) =g () + k()
G() =ag X +p+y
Gy(¥) =ah(x)+p
Gs(x) =ak( +v

Le soluzioni date da Castagnoli-Muliere (1984) sono un caso par-
ticolare di quelle qui sopra indicate: Castagnoli-Muliere, avendo sostan-
zialmente richiesto 1’associativita dell’operazione o, si riducevano a priori
al solo caso h(x) =k(x) =g (x).

Precedentemente Muliere (1984) aveva considerato il caso particolare
con G; =G, =G, = G.

7.3. Ancora in precedenza Savage (1971) aveva affrontato lo stesso
problema di Castagnoli-Muliere con G, = G, = Gy, =G e con ¢ (x,

N=utp:
EGX+Y) =T(EG W), EG(YY)
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Per ottenere le soluzioni del problema di Savage basta fare le se-
guenti osservazioni:

1 Caso

L’uguaglianza G, = G, = G, implica che g (x) = & x)=k(x) e
che P=Q =1. Illfattoche ¢ (x,y) =x+ y implica ancora g (x) = x,
percio le soluzioni sono:

G ) = g*
T(x,y)=xy

Il Caso

Devessere ancora g = h(x) = k(x) ed inoltre B=y=0 e
g (x) = x. Percid:

G>)=ax
Tx,p)=x+y

Le soluzioni qui indicate coincidono a meno di trasformazioni lineari
con quelle riportate da Savage (1971).

7.4. Peccati (1975) aveva invece affrontato il problema di determi-
nare le coppie di operazioni o e * tali che:

EXoY)=E(X) # E(Y)

ovvero

EWGE, 1) =T(EX), E(Y)) @

per ogni coppia di v.a. indipendenti.
Qui G; = G, = G; sono addirittura la funzione identica, percid si
pud sempre pensare:

l=m=n=h=k; B=vy=0 a=1
Ne discende che:
YN =T =g@E )+ ®)

Come si vede ¢ = T': d’altra parte la cosa era ovvia fin dall’inizio visto
che la (7), scritta per v.a. degeneri, diventa appunto b (x,y)=T(x,y).
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Tenuto conto di quanto detto nel n. 5 s ha:

1 Caso
¢(x,y)=T(x,y)=Axy+Bx+Cy+D

dove B=C ed AD=PB2—B g 5 vuole che le due operazioni siano
associative.

Il Caso
Y(x, ) =T (x,y) =Bx + Cy+D

dove B = C ancora quando si voglia I’associativita.

Prima di concludere questo numero vale Ja pena di far osservare che
nei casi particolari considerati da Castagnoli, Castagnoli-Muliere, Mu-
liere, Savage, Peccati e nelle loro ipotesi le soluzioni indicate erano le

uniche.

8. CONCLUSIONI

Come abbiamo visto, per determinare il nucleo delle trasformate in-
tegrali di fir., una volta specificate b e T tutto diviene estremamente
semplice e naturale. L’uso frequente in statistica delle trasformate di
Laplace-Fourier e di Mellin rientra in questo approccio.

Da quanto detto ci sembra per di pilt che emerga sia il valore con-
cettuale sia il valore esplicativo delle trasformate integrali ed inoltre &
messo in luce il loro legame con le operazioni sulle v.a. '

Certamente il presente lavoro non esaurisce le problematiche atti-
nenti all’argomento trattato: pensiamo di ritornare quanto prima su que-
sto tema sia da un punto di vista teorico (questioni di divisibilita, sta-
bilita, dominio di attrazione, problemi di caratterizzazione, ecc.) sia per
metterne in luce le possibilita applicative.

Crediamo che possa essere interessante ed utile riprendere la que-
stione ancor pil in generale partendo da funzionali delle f.r. anziché da
trasformate integrali. In tal caso, detto (F (G, s) un funzionale di una
f.r. G dipendente da un parametro s, si dovrebbe studiare, sotto oppor-
tune ipotesi, una equazione del tipo:

F Gyix,rys ) = T(F (G, 9), F (Gy, 5))
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oppure, in chiave ancor piu generale:
# Gy, 1, 89) = T (F (Gx, 9, F (G, 5)

nella quale compaiono tre funzionali eventualmente diversi.
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RIASSUNTO

In questo lavoro viene risolto il problema descritto dalla seguente equazione:
Fror ) =12 * f3(5)

dove o e x sono due operazioni incognite e Fr, fz, /3 sono tre trasformate inte-
grali, pure incognite, di funzioni dj ripartizione. Le trasformate integrali cosi indivi-
duate generalizzano casi ben noti in letteratura: funzione caratteristica, trasformata
di Mellin, funzione-generatrice dei momenti, ecc.

SUMMARY

In this paper we consider the problem summarized in the following equation:
Fror® =2 * f29)

where o and * are two unknown operations and f z i 2 s f 3 are three unknown inte-
gral transforms of distribution functions. )

The transforms above obtained generalize well known cases such as characteristic
function, Mellin transform, moment generating function and so on.

PAROLE CHIAVE

Equazioni funzionali; trasformate integrali.



